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مثال  1

SALAMA

تعريف المشتقة العكسية

التكامل ��ر الم�دد
Indefinite Integral �وف تتعلم

الم�تقة العكس�ة.•  
التكامل ��ر الم�دد.•  
م�طل�ات التكامل ورموز�.•  
قواعد التكامل ��ر الم�دد.•  
�واص التكامل ��ر الم�دد.•  

الم�ردات والم�طل�ات:
م�تقة عكس�ة •  

Antiderivative  
تكامل ��ر م�دد •  

Indefinite Integral  
  •Power Rule قاعدة القو� 
�ا��ة ال�ر� بعدد ثاب� •  

 Constant Multiple
Property

�ا��ة الجم� والطرح •  
 Sum and Difference
Property

هل تعلم�
 يستط�� الم�ند� ق�ا� معد� •  

الت��ر لتسر� الماء من ال�زا�، 
ولكن� يريد معرفة �م�ة الماء 
التي تتسر� من ه�ا ال�زا� 
�لا� فترة م�ددة من الزمن.

معرفة •   الأح�اء  عالم   يستط�� 
مجتم�  لتزايد  الت��ر  معد� 
ب�اجة  ولكن�  الجراث�م  من 
التزايد  ه�ا  حجم  ��تنتا� 
�لا� فترة م�ددة من الزمن.

عن ه�� المسائل يمكن الإجابة 
لدالة  عكس�ة  م�تقة  ب�يجاد 
تم�ل تسر� الماء من ال�زا� 
تم�ل  لدالة  عكس�ة  وم�تقة 

تزايد مجتم� من الجراث�م.

دعنا ��كر و�تناق�
أكمل الجداول التالية:

aالم�تقة
F x

الدالة
F x
x
x
x
x

 bالم�تقة
F x

الدالة
F x

x
x
5
x

b بحيث يكون ل�ا الم�تقة نفس�ا� F أخر� في الجزء  x هل يمكن �يجاد   c

F م�تقة دالة معلومة F باستخدام  a أوجدنا  من فقرة «دعنا نفكر ونتنا��» في الجزء 
F و�ل� بعك� ما تّ�  b أوجدنا دالة F بمعلومية م�تقت�ا  �واعد ا��تقا�، أماّ في الجزء 

a وتسمى الدالة F م�تقة عكسية (دالة مقابلة). في الجزء 

Antiderivative تعريف: الم�تقة العكس�ة 
.I المعرفة على مجال�ا f م�تقة عكس�ة للدالة F تسمى الدالة

' ( ) ( )F x f x=  x I6 ! ��ا �ا�: 

استناد�ا �لى هذا التعريف:
. f م�تقة عكسية للدالة F x x f فيمكن أن تكون:  x x ��ا كان 

لأن: 
با�ت�دا� قاعدة القو� ��تقا� الدالة   

F م�تقة عكسية ل�ا لأن x x ا يمكن أن تكون  وأي��
F (م�تقة الثابت تساوي الصفر)، x x f x

.F x x f x F يمكن أن تكون م�تقة عكسية أخر� ل�ا لأن  x x كما أن 

ملاح�ة: �نتعامل في درا�تنا م� دوا� مت�لة على فترات مع�نة.

5-1

12

ية 1 نظر
��رية (1)

f على ال�ترة I ف��ّ: G م�تقةّ عكس�ةّ �يً�ا للدالةّ   ،I على ال�ترة f F م�تقةّ عكس�ةّ للدالةّ  ��ا �ا�� 
( ) ( )G x F x C x I6 != +

ح�� C ثاب�.

البرها�:
F x f x x I  f ّم�تقّة عكسيةّ للدالة F  
G x f x x I  f ّم�تقّة عكسيةّ للدالة G  
H x G x F x بفر� أن: 

H x G x F x باستخدام خواّ� ا��تقا� نجد: 
H x f x f x أي: 

H x
H x C م�تقة الثابت تساوي الصفر 

G x F x C
G x F x C نستنت� أنّ: 

��رية (2)
��ا �ا�� F م�تقة عكس�ة لِ� f على ال�ترة I ف�� ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة لِ� f على ال�ترة I هي:

F x C
ح�� C ثاب� ا�ت�اري

. f من الن�رية (2) نستنت� أن� يوجد عدد � ن�ائي من الم�تقات العكسية للدالة
: فمثلا�

1

1-3 -1-2
-1

-2

5
y

x

4

3

2

2

f فإن الصورة العامة لم�تقت�ا العكسية  x x ��ا كانت 
F حيث C ثابت. x x x C هي:  

F ويبينّ ال�كل المقابل بيانات بعض الم�تقات العكسية
عندما يأخذ الثابت C القي� 
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ية 2 نظر

��رية (1)
��ا �ا��  م�تقةّ عكس�ةّ للدالةّ  على ال�ترة I،  م�تقةّ عكس�ةّ �يً�ا للدالةّ  على ال�ترة I ف��ّ:

G x F x C x I
ح�� C ثاب�.

البرها�:
F x f x x I  f ّم�تقّة عكسيةّ للدالة F  
G x f x x I  f ّم�تقّة عكسيةّ للدالة G  
H x G x F x بفر� أن: 

H x G x F x باستخدام خواّ� ا��تقا� نجد: 
H x f x f x أي: 

H x
H x C م�تقة الثابت تساوي الصفر 

G x F x C
G x F x C نستنت� أنّ: 

��رية (2)
��ا �ا�� F م�تقة عكس�ة لِ� f على ال�ترة I ف�� ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة لِ� f على ال�ترة I هي:

( )F x C+
ح�� C ثاب� ا�ت�اري

. f من الن�رية (2) نستنت� أن� يوجد عدد � ن�ائي من الم�تقات العكسية للدالة
: فمثلا�

1

1-3 -1-2
-1

-2

5
y

x

4

3

2

2

f فإن الصورة العامة لم�تقت�ا العكسية  x x ��ا كانت 
F حيث C ثابت. x x x C هي:  

F ويبينّ ال�كل المقابل بيانات بعض الم�تقات العكسية
عندما يأخذ الثابت C القي� 
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ملاح�ة:
م�تقة �يجاد  ��لب  ��ا 
عكس�ة للدالة  f  ف�مكن اعتبار

.C

ت��ر:
C هي ��ر. م�تقة ال�اب� 

( )f x x3 52
= + ) هي م�تقة عكس�ة للدالة:  )F x x x5 33

= + + �ثب� ��: 
ثم ا�تب ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة.

ال�ل:
F x x x
F x x

f x
f هي م�تقة عكس�ة للدالة F

ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة هي:
F x x x C ح�� C ثاب� 

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة  x x �ثب� ��:   1
ثم ا�تب م�تقة عكس�ة ��ر� ل�ا.

f x x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x x �ثب� ��: 
ال�ل:

F x x x
F x x x

f x
f هي م�تقة عكس�ة للدالة F

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x
x �ثب� ��:  2

Indefinite Integral تعريف: التكامل ��ر الم�دد 
التكامل ��ر الم�دد للدالةّ f بالنسبة �لى x هو مجموعة �ل الم�تقاّت العكس�ةّ F ، ويكتب على 

ال�ورة:
f x dx

14

حاول أن تحل  1

ملاح�ة:
م�تقة �يجاد  ��لب  ��ا 
عكس�ة للدالة  f  ف�مكن اعتبار

.C

ت��ر:
C هي ��ر. م�تقة ال�اب� 

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x x �ثب� ��: 
ثم ا�تب ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة.

ال�ل:
F x x x
F x x

f x
f هي م�تقة عكس�ة للدالة F

ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة هي:
F x x x C ح�� C ثاب� 

( )f x x2= - ) هي م�تقة عكس�ة للدالة  )F x x5
3
1 3

= - �ثب� ��:   1
ثم ا�تب م�تقة عكس�ة ��ر� ل�ا.

f x x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x x �ثب� ��: 
ال�ل:

F x x x
F x x x

f x
f هي م�تقة عكس�ة للدالة F

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x
x �ثب� ��:  2

Indefinite Integral تعريف: التكامل ��ر الم�دد 
التكامل ��ر الم�دد للدالةّ f بالنسبة �لى x هو مجموعة �ل الم�تقاّت العكس�ةّ F ، ويكتب على 

ال�ورة:
f x dx

14

5 - 15 - 1
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SALAMA

مثال  2

حاول أن تحل  2

ملاح�ة:
م�تقة �يجاد  ��لب  ��ا 
عكس�ة للدالة  f  ف�مكن اعتبار

.C

ت��ر:
C هي ��ر. م�تقة ال�اب� 

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x x �ثب� ��: 
ثم ا�تب ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة.

ال�ل:
F x x x
F x x

f x
f هي م�تقة عكس�ة للدالة F

ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة هي:
F x x x C ح�� C ثاب� 

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة  x x �ثب� ��:   1
ثم ا�تب م�تقة عكس�ة ��ر� ل�ا.

( )f x x x2
1
2= + ) هي م�تقة عكس�ة للدالة:  ) 1F x x x2

= - �ثب� ��: 
ال�ل:

F x x x
F x x x

f x
f هي م�تقة عكس�ة للدالة F

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x
x �ثب� ��:  2

Indefinite Integral تعريف: التكامل ��ر الم�دد 
التكامل ��ر الم�دد للدالةّ f بالنسبة �لى x هو مجموعة �ل الم�تقاّت العكس�ةّ F ، ويكتب على 

ال�ورة:
f x dx

14

ملاح�ة:
م�تقة �يجاد  ��لب  ��ا 
عكس�ة للدالة  f  ف�مكن اعتبار

.C

ت��ر:
C هي ��ر. م�تقة ال�اب� 

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x x �ثب� ��: 
ثم ا�تب ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة.

ال�ل:
F x x x
F x x

f x
f هي م�تقة عكس�ة للدالة F

ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة هي:
F x x x C ح�� C ثاب� 

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة  x x �ثب� ��:   1
ثم ا�تب م�تقة عكس�ة ��ر� ل�ا.

f x x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x x �ثب� ��: 
ال�ل:

F x x x
F x x x

f x
f هي م�تقة عكس�ة للدالة F

( )f x x1
2
3= - 1 هي م�تقة عكس�ة للدالة: 

( )F x x
x
2

3

=
+ �ثب� ��:  2

Indefinite Integral تعريف: التكامل ��ر الم�دد 
التكامل ��ر الم�دد للدالةّ f بالنسبة �لى x هو مجموعة �ل الم�تقاّت العكس�ةّ F ، ويكتب على 

ال�ورة:
f x dx

14

9

نْ تمرَّ
5-1 التكامل ��ر الم�دد

Indefinite Integral

المجموعة A تمارين مقال�ة

. ( ) ( )f x x15 3 2 4= + ) هي م�تقة عكسية للدالة  ) ( )F x x3 2 75
= + + أثبت أن:   (1)

في التمرين�ن (3-2)، ت�قّ� من �� F هي م�تقةّ عكس�ةّ للدالةّ  f  ح��:

(2)  (3) F x x

   

في التمارين (14-4)، احسب التكامل.

(4)  (5) 

(6)  (7) x x dx

(8)  (9) x x dx

(10)  (11) 

(12)  (13) 

(14) 
. ، فأوجد  ��ا كان  وكان   (15)

. ، فأوجد  ��ا كان  وكان   (16)
هام� الد�ل. افر� أنّ هام� الدخل عندما يباع x ألف وحدة هو:  (17)

dx
dr x x ا لكل وحدة)  (دينار�  
r r ��ا كان  x أوجد دالة الدخل   

m عن سط� الأر�. ألقيت كرة �لى الأعلى بسرعة ابتدائية  من سط� برج ارتفاع�   (18)
في أي �من t سوف تصل الكرة �لى أعلى ارتفاع�  (a)  

.( ا أن عجلة جا�بية الأر�  في أي �من t سوف تصل الكرة �لى الأر�� (علم�  (b)  

9

نْ تمرَّ
5-1 التكامل ��ر الم�دد

Indefinite Integral

المجموعة A تمارين مقال�ة

. أثبت أن:  هي م�تقة عكسية للدالة   (1)

في التمرين�ن (3-2)، ت�قّ� من �� F هي م�تقةّ عكس�ةّ للدالةّ  f  ح��:

(2) ( )F x x x x 10
3
1 3 2

= - + -  (3) ( )F x x1 4
= +

 ( )f x x x2 12
= - +   ( )f x

x

x

1

2
4

3

=
+

في التمارين (14-4)، احسب التكامل.

(4)  (5) 

(6)  (7) x x dx

(8)  (9) x x dx

(10)  (11) 

(12)  (13) 

(14) 
. ، فأوجد  ��ا كان  وكان   (15)

. ، فأوجد  ��ا كان  وكان   (16)
هام� الد�ل. افر� أنّ هام� الدخل عندما يباع x ألف وحدة هو:  (17)

dx
dr x x ا لكل وحدة)  (دينار�  
r r ��ا كان  x أوجد دالة الدخل   

m عن سط� الأر�. ألقيت كرة �لى الأعلى بسرعة ابتدائية  من سط� برج ارتفاع�   (18)
في أي �من t سوف تصل الكرة �لى أعلى ارتفاع�  (a)  

.( ا أن عجلة جا�بية الأر�  في أي �من t سوف تصل الكرة �لى الأر�� (علم�  (b)  

كراسة التمارين

5 - 15 - 1
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SALAMA

المحدد غير  التكامل  قواعد 

ملاح�ة:
م�تقة �يجاد  ��لب  ��ا 
عكس�ة للدالة  f  ف�مكن اعتبار

.C

ت��ر:
C هي ��ر. م�تقة ال�اب� 

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x x �ثب� ��: 
ثم ا�تب ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة.

ال�ل:
F x x x
F x x

f x
f هي م�تقة عكس�ة للدالة F

ال�ورة العامة للم�تقة العكس�ة هي:
F x x x C ح�� C ثاب� 

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة  x x �ثب� ��:   1
ثم ا�تب م�تقة عكس�ة ��ر� ل�ا.

f x x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x x �ثب� ��: 
ال�ل:

F x x x
F x x x

f x
f هي م�تقة عكس�ة للدالة F

f x x F هي م�تقة عكس�ة للدالة:  x x
x �ثب� ��:  2

Indefinite Integral تعريف: التكامل ��ر الم�دد 
التكامل ��ر الم�دد للدالةّ f بالنسبة �لى x هو مجموعة �ل الم�تقاّت العكس�ةّ F ، ويكتب على 

ال�ورة:
( )f x dx#

14

تعريف التكامل غير المحدد

ملاح�ة:
الدّالة التي يجري تكامل�ا

( )f x dx#

x مت��رّ
التكامل

رمز
التكامل

الرمز يعبرّ عن علامة التكامل، الدالةّ f هي الدالةّ المكاملة في التكامل، x مت��رّ التكامل.
أي أنّ:  

وتقرأ:
.F x C التكامل غير المحدد للدالةّ f بالنسبة �لى x هو 
.F هي مجموعة كل الم�تقات العكسية F x C حيث 

F نقول �ننّا �املنا  x C هو ثاب� التكامل وهو ثاب� ا�ت�اريّ، وعندما نحصل على C الثابت
. f أو �وجد�ا تكامل f

Rules of Indefinite Integral قواعد التكامل ��ر الم�دد 
1 k عدد ثاب�  

2 قاعدة القو�

Properties of Indefinite Integral �واص التكامل ��ر الم�دد 
1 �ا��ة ال�ر� بعدد ثاب�   
2 �ا��ة الجم� والطرح  

ملاح�ات:
a

b

�وجد:
a b

ال�ل:
a
b

�وجد:  3
a b

15

ملاح�ة:
الدّالة التي يجري تكامل�ا

x مت��رّ
التكامل

رمز
التكامل

الرمز يعبرّ عن علامة التكامل، الدالةّ f هي الدالةّ المكاملة في التكامل، x مت��رّ التكامل.
أي أنّ:  

وتقرأ:
. ( )F x C+ التكامل غير المحدد للدالةّ f بالنسبة �لى x هو 
.F هي مجموعة كل الم�تقات العكسية ( )F x C+ حيث 

) نقول �ننّا �املنا  )F x C+ الثابت C هو ثاب� التكامل وهو ثاب� ا�ت�اريّ، وعندما نحصل على 
. f أو �وجد�ا تكامل f

Rules of Indefinite Integral قواعد التكامل ��ر الم�دد 
1 k عدد ثاب�  
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ا، كما تمكّننا هذ� القاعدة في التكامل من مكاملة  ا حد� تمكننّا �اعدة الجمع والطر� في التفا�ل من ا�تقا� المقادير حد�
ا، وعندما نفعل �ل� �دم� ثواب� التكامل الك��رة الموجودة في ثاب� ا�ت�اري واحد في ن�اية الحل. ا حد� المقادير حد�
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�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:

a x dx b x
x x dx c x

x dx

ال�ل:
a x dx x dx

x  x dx n
x C n Q

x

b  x
x x dx x

x x dx

x dx قاعدة الطرح في التكامل 
x x

c x
x dx x dx x

x
x x

x x dx � بسِّ
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نْ تمرَّ
5-1 التكامل ��ر الم�دد

Indefinite Integral

المجموعة A تمارين مقال�ة

. أثبت أن:  هي م�تقة عكسية للدالة   (1)

في التمرين�ن (3-2)، ت�قّ� من �� F هي م�تقةّ عكس�ةّ للدالةّ  f  ح��:

(2)  (3) F x x

   

في التمارين (14-4)، احسب التكامل.
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(6)  (7) x x dxc m
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(10)  (11) 
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(14) 
. ، فأوجد  ��ا كان  وكان   (15)

. ، فأوجد  ��ا كان  وكان   (16)
هام� الد�ل. افر� أنّ هام� الدخل عندما يباع x ألف وحدة هو:  (17)

dx
dr x x ا لكل وحدة)  (دينار�  
r r ��ا كان  x أوجد دالة الدخل   

m عن سط� الأر�. ألقيت كرة �لى الأعلى بسرعة ابتدائية  من سط� برج ارتفاع�   (18)
في أي �من t سوف تصل الكرة �لى أعلى ارتفاع�  (a)  

.( ا أن عجلة جا�بية الأر�  في أي �من t سوف تصل الكرة �لى الأر�� (علم�  (b)  
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نْ تمرَّ
5-1 التكامل ��ر الم�دد

Indefinite Integral

المجموعة A تمارين مقال�ة

. أثبت أن:  هي م�تقة عكسية للدالة   (1)

في التمرين�ن (3-2)، ت�قّ� من �� F هي م�تقةّ عكس�ةّ للدالةّ  f  ح��:

(2)  (3) F x x
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هام� الد�ل. افر� أنّ هام� الدخل عندما يباع x ألف وحدة هو:  (17)
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بما �� الكرة �لق�� �لى الأعلى ف�� ال�ر�ة ر���ة و��تار ا�تجا� الموجب �لى الأعلى.  a
v هي تناق��ة t s والسرعة المتج�ة  t في الزمن t ثا��ة المسافة فو� �ط� الأر� هي 

وبالتالي العجلة �البة ل�ا:
a t dt

dv

v t a t dt dt t بمكاملة الطرف�ن بالنسبة �لى
v t t C

C v ل�ا: ولكن 
C ومن�:
v t t ويكو�:

v ت�ل الكرة �لى �على ارت�ا� عندما 
t t

t

18

حاول أن تحل  7

5 - 15 - 1
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9

نْ تمرَّ
5-1 التكامل ��ر الم�دد

Indefinite Integral

المجموعة A تمارين مقال�ة

. أثبت أن:  هي م�تقة عكسية للدالة   (1)

في التمرين�ن (3-2)، ت�قّ� من �� F هي م�تقةّ عكس�ةّ للدالةّ  f  ح��:

(2)  (3) F x x

   

في التمارين (14-4)، احسب التكامل.

(4)  (5) 

(6)  (7) x x dx

(8)  (9) x x dx

(10)  (11) 

(12)  (13) 

(14) 
. ( )F x ، فأوجد  ( )F 2 3= ) وكان  )F x x dx3 52

= -^ h# ��ا كان   (15)
. ، فأوجد  ^ وكان  h# ��ا كان   (16)

هام� الد�ل. افر� أنّ هام� الدخل عندما يباع x ألف وحدة هو:  (17)

dx
dr x x ا لكل وحدة)  (دينار�  
r r ��ا كان  x أوجد دالة الدخل   

m عن سط� الأر�. ألقيت كرة �لى الأعلى بسرعة ابتدائية  من سط� برج ارتفاع�   (18)
في أي �من t سوف تصل الكرة �لى أعلى ارتفاع�  (a)  

.( ا أن عجلة جا�بية الأر�  في أي �من t سوف تصل الكرة �لى الأر�� (علم�  (b)  

9

نْ تمرَّ
5-1 التكامل ��ر الم�دد

Indefinite Integral

المجموعة A تمارين مقال�ة

. أثبت أن:  هي م�تقة عكسية للدالة   (1)

في التمرين�ن (3-2)، ت�قّ� من �� F هي م�تقةّ عكس�ةّ للدالةّ  f  ح��:

(2)  (3) F x x

   

في التمارين (14-4)، احسب التكامل.

(4)  (5) 

(6)  (7) x x dx

(8)  (9) x x dx

(10)  (11) 

(12)  (13) 

(14) 
. ، فأوجد  ^ وكان  h ��ا كان   (15)

. ( )F x ، فأوجد  ( )F 1 0- = ) وكان  )F x x x dx9 4 52
= - +^ h# ��ا كان   (16)

هام� الد�ل. افر� أنّ هام� الدخل عندما يباع x ألف وحدة هو:  (17)

dx
dr x x ا لكل وحدة)  (دينار�  
r r ��ا كان  x أوجد دالة الدخل   

m عن سط� الأر�. ألقيت كرة �لى الأعلى بسرعة ابتدائية  من سط� برج ارتفاع�   (18)
في أي �من t سوف تصل الكرة �لى أعلى ارتفاع�  (a)  

.( ا أن عجلة جا�بية الأر�  في أي �من t سوف تصل الكرة �لى الأر�� (علم�  (b)  

معلومة:
من •   تنت�   a t العجلة   دالة 

v t السرعة  دالة  ا�تقا� 
.v t a t �ي ��: 

من •   تنت�   v t السرعة   دالة 
s t الإزاحة  دالة  ا�تقا� 

.v t s t �ي ��: 

معلومة:
s t v t dt

v t a t dt

s t �وجد   b
s t v t dt

t dt
t t C t t C

s

C
s t t t

ت�ل الكرة �لى �ط� الأر� عندما  �ي:

t t
با�ت�دا� قا�و� حل المعادلة الترب�ع�ة

t t s
�ي ت�ل الكرة �لى �ط� الأر� بعد مرور  تقريبًا

m من على �ط� �حد الأبن�ة ارت�اع� m عن  s لق�� �رة �لى الأعلى بسرعة ابتدائ�ة�  8
�ط� الأر�.

في �ي زمن t �وف ت�ل الكرة �لى �على ارت�ا��  a
في �ي زمن t �وف ت�ل الكرة �لى الأر��  b

(a t (علمًا ب�� عجلة الجا�ب�ة الأرض�ة    

19

5 - 15 - 1

موضوعي

10

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

a  b   ( ) xf x 3 4
= -

- ) هي م�تقة عكسية للدالة:  )F x x 3=
-  (1)

a  b  x x dx x x x C1
2
1

2
13 2 2

- + - = + - +
- -^ h#  (2)

a  b  x dx x C1 1
2 = +#  (3)

a  b  ( )f x x x
1

2
1

2
12

=- + + ، فإن:    = =( ) , ( )f f x
x
x2 1 1

2 +' ��ا كانت:   (4)
( )F x x x x6 15 4003 2
= + + + ، فإن:     , ( )dx F 0 400==( ) ( )F x x x3 12 152

- +# ��ا كانت:   (5)
a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.
(6) t dt

3
4 23

=#

 a  C
t
5
3 3
5

+  b  C
t
5
4 3
5

+

 c  t C
3
4 53

+  d  t C4 53
+

(7) 

 a  55
3  b  5

3 5

 c  53
5  d  3

5 5

��ا كان:  فإنّ y تساوي:  (8)

 a  3 3
14  b  3 2

 c  3 2 d  3

(9) 2 3

 a   b  

 c   d  x x C
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10

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

a  b (1)  هي م�تقة عكسية للدالة:   
a  b  x x dx x x x C  (2)
a  b  x dx x C  (3)

a  b  1
2
1

2
1 ، فإن:    2 1 1 ��ا كانت:   (4)

، فإن:     ��ا كانت:   (5)
a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.
(6) 

 a   b  

 c   d  

(7) x
x
dx

123

23
+ =c m#

 a  x x C55
3 3 3

4

+ +^ h  b  -

x x C5
3 53
2

3
2

+ +^ h

 c  x x C53
5 3 3

4

+ +^ h  d  x x C3
5 53
4

3
2

+ +^ h

, فإنّ y تساوي: ,
dx

dy
x y x5 13
2

= = - = -
- ��ا كان:   (8)

 a  - -
x
3 3

142

 b  x3 23
1

+

 c  x3 23
1

-  d  x3 3
1

(9) 
x

x
dx

2 3+
=#

 a  x x C
4
3

2
32

3
2
1

+ +  b  x x C
3
1

62
3

2
1

+ +

 c  x x C6
3
4 2

3
2
1

+ +  d  x x C
3
4

6
1 2
1

2
3

+ +

11

(10) x x dx2 2
+ =^ h#

  a  x x C
3
4

7
22

3
2
7

+ +  b  x x C
4
3

2
72

3
2
7

+ +

  c  x x C
3
1

2
72

3
2
7

+ +  d  x x C
3
4

2
72

3
2
7

+ +

(11)  
x

x
dx

2 23
+

=#

  a  x x C
7
62

1
6
7

+ +  b  x x C4
7
62

1
6
7

+ +

  c  x x C
6
72

1
6
7

+ +  d  x x C4
6
72

1
6
7

+ +

(12)  
x

dx
x x

2
2

4 4
22

-

-
+ =

+c m#

  a  x C2
+  b  x C2 +

  c  Cx x
2
2

2

+ +  d  x C
3
1 3

+

5 - 15 - 1
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التكامل بالتعويض

التكامل بالتعوي�5-2
Integration by Substitution

�وف تتعلم
التكامل بالتعوي�.•  

الم�ردات والم�طل�ات:
التكامل بالتعوي� •  

Integration by substitution 

معلومة:
��ا �ا�� f دالة قابلة للا�تقا� 
بد�لة المت��ر x ف�� الت�اضل 

هو:
dx
df f x
df f x dx

دعنا ��كر و�تناق�
f x x x F هي م�تقة عكسية للدالة:   x x أثبت أن:   a

x x dx a في �يجاد  استفد من   b
�x x ما العلا�ة بين   c

.g x g ث� أوجد  x x �ع   d
. d b وناتج� باستخدام الرمو� في  اكتب التكامل في   e

ما�ا تلاح��  f

في بعض الأحيان � تمكننا القواعد الأساسية للتكامل غير المحدد من �يجاد تكامل دالة ما 
كما �ح�نا في فقرة «دعنا نفكر ونتنا��».

و�يجاد هذا التكامل نتعامل مع متغير جديد. نستبدل المتغير x بالمتغير u ب�دف استخدام 
القواعد الأساسية للتكامل غير المحدد.

x x dx فمثلا� �يجاد: 
du وبالتالي نكتب: x dx u ث� نفا�ل لنحصل على:  x أي  u �نرمز للمجذور ب

x x dx x x dx u du

u C

x C

x x C

Rule of Integration by Substitution قاعدة التكامل بالتعوي� 
��ا �ا�� F هي م�تقة عكس�ة للدالة  f  ف��:

( ) ( ) ( )'f g x g x dx F g x C= +^ ^h h#
) ف��: )'du g x dx=  ، ( )u g x= و��ا �ا� 

( ) ( )f u du F u C= +#

20

مثال  1 �وجد:
a x x x dx2 5 2 22 3

+ + +^ ^h h# b x
x dx

ال�ل:
a x x x dx

u x x
du x dx قاعدة الت�اضل

x x x dx u du بالتعوي�
u C
x x C u du n

u C n Q

b x
x dx

u x
du x dx du x

dx قاعدة الت�اضل

x
x dx u du

u C بالتعوي�

x C u du n
u C n Q

�وجد:  1
a x x x x x dx b x x x dx

ن تعمي� �اعدة القو� في التكامل غير المحدد كالتالي: تمكننا �اع

g x g x dx n
g x C n

دة التكامل بالتعويض م Cثاب� 

�وجد:
a  x dx b x x dx

21

�وجد:
a x x x dx b x

x dx
ال�ل:

a x x x dx
u x x
du x dx قاعدة الت�اضل

x x x dx u du بالتعوي�
u C
x x C u du n

u C n Q

b x
x dx

u x
du x dx du x

dx قاعدة الت�اضل

x
x dx u du

u C بالتعوي�

x C u du n
u C n Q

�وجد:  1
a x x x x x dx b x x x dx

ن تعمي� �اعدة القو� في التكامل غير المحدد كالتالي: تمكننا �اع

g x g x dx n
g x C n

دة التكامل بالتعويض م Cثاب� 

�وجد:
a  x dx b x x dx

21

�وجد:
a x x x dx b x

x dx
1
4

2

5

+a k
#

ال�ل:
a x x x dx

u x x
du x dx قاعدة الت�اضل

x x x dx u du بالتعوي�
u C
x x C u du n

u C n Q

b x
x dx

u x
du x dx du x

dx قاعدة الت�اضل

x
x dx u du

u C بالتعوي�

x C u du n
u C n Q

�وجد:  1
a x x x x x dx b x x x dx

ن تعمي� �اعدة القو� في التكامل غير المحدد كالتالي: تمكننا �اع

g x g x dx n
g x C n

دة التكامل بالتعويض م Cثاب� 

�وجد:
a  x dx b x x dx

21

�وجد:
a x x x dx b x

x dx
ال�ل:

a x x x dx
u x x
du x dx قاعدة الت�اضل

x x x dx u du بالتعوي�
u C
x x C u du n

u C n Q

b x
x dx

u x
du x dx du x

dx قاعدة الت�اضل

x
x dx u du

u C بالتعوي�

x C u du n
u C n Q

�وجد:  1
a x x x x x dx b x x x dx

ن تعمي� �اعدة القو� في التكامل غير المحدد كالتالي: تمكننا �اع

g x g x dx n
g x C n

دة التكامل بالتعويض م Cثاب� 

�وجد:
a  x dx b x x dx

21

حاول أن تحل 1

�وجد:
a x x x dx b x

x dx
ال�ل:

a x x x dx
u x x
du x dx قاعدة الت�اضل

x x x dx u du بالتعوي�
u C
x x C u du n

u C n Q

b x
x dx

u x
du x dx du x

dx قاعدة الت�اضل

x
x dx u du

u C بالتعوي�

x C u du n
u C n Q

�وجد:  1
a x x x x x dx4 3 8 13 2 7 2

+ + + +^ ^h h# b x x x dx

ن تعمي� �اعدة القو� في التكامل غير المحدد كالتالي: تمكننا �اع

g x g x dx n
g x C n

دة التكامل بالتعويض م Cثاب� 

�وجد:
a  x dx b x x dx

21
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�وجد:
a x x x dx b x

x dx
ال�ل:

a x x x dx
u x x
du x dx قاعدة الت�اضل

x x x dx u du بالتعوي�
u C
x x C u du n

u C n Q

b x
x dx

u x
du x dx du x

dx قاعدة الت�اضل

x
x dx u du

u C بالتعوي�

x C u du n
u C n Q

�وجد:  1
a x x x x x dxh h b x x x dx5 2 2 523

- + -^ h#

ن تعمي� �اعدة القو� في التكامل غير المحدد كالتالي: تمكننا �اع

g x g x dx n
g x C n

دة التكامل بالتعويض م Cثاب� 

�وجد:
a  x dx b x x dx

21

�وجد:
a x x x dx b x

x dx
ال�ل:

a x x x dx
u x x
du x dx قاعدة الت�اضل

x x x dx u du بالتعوي�
u C
x x C u du n

u C n Q

b x
x dx

u x
du x dx du x

dx قاعدة الت�اضل

x
x dx u du

u C بالتعوي�

x C u du n
u C n Q

�وجد:  1
a x x x x x dx b x x x dx

ن تعمي� �اعدة القو� في التكامل غير المحدد كالتالي: تمكننا �اع

( ) ( )
( )

, Q'g x g x dx n
g x C n
1

1

1
n

n

!=
+

+

^ ^h h " ,#

دة التكامل بالتعويض م Cثاب� 

�وجد:
a  x dx b x x dx

21

�وجد:
a x x x dx b x

x dx
ال�ل:

a x x x dx
u x x
du x dx قاعدة الت�اضل

x x x dx u du بالتعوي�
u C
x x C u du n

u C n Q

b x
x dx

u x
du x dx du x

dx قاعدة الت�اضل

x
x dx u du

u C بالتعوي�

x C u du n
u C n Q

�وجد:  1
a x x x x x dx b x x x dx

ن تعمي� �اعدة القو� في التكامل غير المحدد كالتالي: تمكننا �اع

g x g x dx n
g x C n

دة التكامل بالتعويض م Cثاب� 

�وجد:
a  x dx4 5-# b x x dx

21

مثال 2

�وجد:
a x x x dx b x

x dx
ال�ل:

a x x x dx
u x x
du x dx قاعدة الت�اضل

x x x dx u du بالتعوي�
u C
x x C u du n

u C n Q

b x
x dx

u x
du x dx du x

dx قاعدة الت�اضل

x
x dx u du

u C بالتعوي�

x C u du n
u C n Q

�وجد:  1
a x x x x x dx b x x x dx

ن تعمي� �اعدة القو� في التكامل غير المحدد كالتالي: تمكننا �اع

g x g x dx n
g x C n

دة التكامل بالتعويض م Cثاب� 

�وجد:
a  x dx b x x dx

2

5
3

+^ h#

21
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ال�ل:
a x dx x dx

xg x
g x

x dx x dx

g x g x dx

x C

x C

x C

b x x dx

u x

du x dx du x
dx قاعدة الت�اضل

x x dx u du

u du u du بالتعوي�
u C u du n

u C n Q
C

�وجد:  2
a  x dx  b x

x dx

x x dx �وجد: 
ال�ل:

u x x u
du dx قاعدة الت�اضل

22

حاول أن تحل 2

ال�ل:
a x dx x dx

xg x
g x

x dx x dx

g x g x dx

x C

x C

x C

b x x dx

u x

du x dx du x
dx قاعدة الت�اضل

x x dx u du

u du u du بالتعوي�
u C u du n

u C n Q
C

�وجد:  2
a  x dx3 75 +^ h#  b x

x dx

x x dx �وجد: 
ال�ل:

u x x u
du dx قاعدة الت�اضل

22

ال�ل:
a x dx x dx

xg x
g x

x dx x dx

g x g x dx

x C

x C

x C

b x x dx

u x

du x dx du x
dx قاعدة الت�اضل

x x dx u du

u du u du بالتعوي�
u C u du n

u C n Q
C

�وجد:  2
a  x dx  b x

x dx3 5
3

3

2

-^ h#

x x dx �وجد: 
ال�ل:

u x x u
du dx قاعدة الت�اضل

كراسة التمارين22

12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (12-1)، ا�ت�د� التعوي� المنا�ب لإيجاد التكامل.

(1) 2 3 3 5  (2) 4 5^ h#

(3) x x x dx  (4) x x x dx

(5) x x x x dx  (6) x
x dx

(7) x
dx  (8) x x dx

(9) x
x dx  (10) x x dx

(11) x x dx  (12) x x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) 1 18
1 1  a  b

(2)  a  b

(3)  a  b

(4)  a  b

(5)  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.
(6) 2

 a  x C  b  x C

 c  x C  d  x C

12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (12-1)، ا�ت�د� التعوي� المنا�ب لإيجاد التكامل.

(1) x x x dx2 3 3 52
- - +^ h#  (2) 4 5

(3) x x x dx^ h  (4) x x x dx

(5) x x x x dx  (6) x
x dx

(7) x
dx  (8) x x dx

(9) x
x dx  (10) x x dx

(11) x x dx  (12) x x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) 1 18
1 1  a  b

(2)  a  b

(3)  a  b

(4)  a  b

(5)  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.
(6) 2

 a  x C  b  x C

 c  x C  d  x C
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نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (12-1)، ا�ت�د� التعوي� المنا�ب لإيجاد التكامل.

(1) 2 3 3 5  (2) x dx4 5 8-^ h#

(3) x x x dx  (4) x x x dx^ h

(5) x x x x dx  (6) x
x dx

(7) x
dx  (8) x x dx

(9) x
x dx  (10) x x dx

(11) x x dx  (12) x x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
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نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (12-1)، ا�ت�د� التعوي� المنا�ب لإيجاد التكامل.
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(5) x x x x dx  (6) x
x dx
4

2

33
+

#

(7) x
dx  (8) x x dx^ h#

(9) x
x dx  (10) x x dx

(11) x x dx  (12) x x dx
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5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (12-1)، ا�ت�د� التعوي� المنا�ب لإيجاد التكامل.

(1) 2 3 3 5  (2) 4 5

(3) x x x dx  (4) x x x dx

(5) x x x x dx^ ^h h  (6) x
x dx

(7) x
dx
2 33
-

#  (8) x x dx

(9) x
x dx  (10) x x dx

(11) x x dx  (12) x x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
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مثال 3

ال�ل:
a x dx x dx

xg x
g x

x dx x dx

g x g x dx

x C

x C

x C

b x x dx

u x

du x dx du x
dx قاعدة الت�اضل

x x dx u du

u du u du بالتعوي�
u C u du n

u C n Q
C

�وجد:  2
a  x dx  b x

x dx

x x dx1
5

+^ h# �وجد: 
ال�ل:

u x x u
du dx قاعدة الت�اضل

22

x x dx u u du بالتعوي�
u u du

u u C u du n
u C n Q

C

x x dx2 1
3

-^ h# �وجد:   3

x x dx �وجد: 
ال�ل:

u x x u
du x dx x dx du قاعدة الت�اضل

x x x d x x x dxx x x x

بالتعوي� 

u u u du a b a bab

u u u du

u u u

u u u

x x dx �وجد:   4

23

حاول أن تحل 3
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x x dx u u du بالتعوي�
u u du

u u C u du n
u C n Q

C

x x dx �وجد:   3

x x dx45 2
-# �وجد: 

ال�ل:
u x x u
du x dx x dx du قاعدة الت�اضل

x x x d x x x dxx x x x

بالتعوي� 

u u u du a b a bab

u u u du

u u u

u u u

x x dx �وجد:   4

23

مثال 4

x x dx u u du بالتعوي�
u u du

u u C u du n
u C n Q

C

x x dx �وجد:   3

x x dx �وجد: 
ال�ل:

u x x u
du x dx x dx du قاعدة الت�اضل

x x x d x x x dxx x x x

بالتعوي� 

u u u du a b a bab

u u u du

u u u

u u u

x x dx35 2
+# �وجد:   4

23

حاول أن تحل 4
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كراسة التمارين

12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (12-1)، ا�ت�د� التعوي� المنا�ب لإيجاد التكامل.

(1) 2 3 3 5  (2) 4 5

(3) x x x dx  (4) x x x dx

(5) x x x x dx  (6) x
x dx
4

(7) x
dx  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) x
x dx  (10) x x dx

(11) x x dx  (12) x x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) 1 18
1 1  a  b

(2)  a  b

(3)  a  b

(4)  a  b

(5)  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.
(6) 2

 a  x C  b  x C

 c  x C  d  x C
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12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (12-1)، ا�ت�د� التعوي� المنا�ب لإيجاد التكامل.

(1) 2 3 3 5  (2) 4 5

(3) x x x dx  (4) x x x dx

(5) x x x x dx  (6) x
x dx

(7) x
dx  (8) x x dx

(9) x
x dx  (10) x x dx

(11) x x dx  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) 1 18
1 1  a  b

(2)  a  b

(3)  a  b

(4)  a  b

(5)  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.
(6) 2

 a  x C  b  x C

 c  x C  d  x C

موضوعي

12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (12-1)، ا�ت�د� التعوي� المنا�ب لإيجاد التكامل.

(1) 2 3 3 5  (2) 4 5

(3) x x x dx  (4) x x x dx

(5) x x x x dx  (6) x
x dx

(7) x
dx  (8) x x dx

(9) x
x dx  (10) x x dx

(11) x x dx  (12) x x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x C1 18
1 12 10 2 9

- = - +^ ^h h#  a  b

(2) ( )x x x dx x x C1 2 3
8
3

2 32 2 43 3
+ + + = + + +^ h#  a  b

(3) 
x

dx
x C

3 2
2 3 2

-
= - +#  a  b

(4) x x x dx x x C2 1 2 3 4
18
1
2 3 42 3 5 3 6

- - + = - + +^ ^ ^h h h#  a  b

(5) x x dx x x C2
7
3

2
2
3

23 3
7

3
4

+ = + - + +^ ^h h#  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.
(6) x x dx22 7

+ =^ h#

 a  x C
16
1

22 8
+ +^ h  b  x C

4
1

22 8
+ +^ h

 c  x C
12
1

22 6
+ +^ h  d  x C

3
1

22 6
+ +^ h
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13

(7) 
x

x
dx1

1
-

-
=#

 a  x C3
1 1 32- +^ h  b  x C3

2 1 23- +^ h

 c  x C3
2 1 32- +^ h  d  x C

3
2 1 32- +^ h

(8) x
dx
3 13
+

=#

 a  x C
9
2
3 1 3

2

+ +^ h  b  x C
3
2
3 1 3

2

+ +^ h

 c  x C2 3 1 3
2

+ +^ h  d  x C1
3 1

2
3
2

+ +^ h

(9) 
x

x
dx

2 12
+

=
^ h#

 a  x C
2
13
2

13
+ +^ h  b  x C

13
2

2 13
+ +^ h

 c  x C
26
2

1 13
+ +^ h  d  x C

22
1
2

11
+ +^ h

(10)  dx
x x

x

2 3
1

23
+ +

+
=

^ h#

  a  x x C
4
3

2 32 23
+ + +^ h  b  ( )x x C

2
3

2 32 23
+ + +

  c  x x C3 2 32 23
+ + +^ h  d  x x C

4
3

2 323
+ + +

(11)  
x

x
dx1+ =#

  a  ( )x Cx2
3 1 2 13

+ - + +  b  x x C
3
2

1
2

1
13

+ - + +^ h

  c  ( )x x C3
2 1 2 13

+ - + +  d  x x C
3
2

1 2 1
3

+ + + +^ h

) تساوي: )F x F، فإن:  2
8
9

- =^ h  ، ( )F x x x x dx1 2 4 12
= + + -^ ^h h# ��ا كانت:     (12)

 a  x x
8
1
2 4 1

4
52 2

+ - +^ h  b  x x
8
1
2 4 1 12 2
+ - +^ h

 c  x x
4
1
2 4 1 12 2
+ - +^ h  d  x x4 2 4 1 12 2

+ - -^ h
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تكامل الدوال المثلثية

تكامل الدوا� الم�ل��ة5-3
Integral of Trigonometric Functions

�وف تتعلم
قواعد المكاملة الم�ل��ة.•  

الم�ردات والم�طل�ات:
  •Rules قواعد 
قواعد المكاملة الم�ل��ة •  

 Trigonometric Integral
Rules

ت��ر:

dx
d x x

dx
d

k
kx kx

dx
d x x

dx
d

k
kx kx

dx
d xx

معلومة:
من •   تنت�   v t السرعة   دالة 

s t الإزاحة  دالة  ا�تقا� 
.v t s t �ي ��: 

من •   تنت�   a t العجلة   دالة 
v t السرعة  دالة  ا�تقا� 

.v t a t �ي ��: 

دعنا ��كر و�تناق�
t يعطى بالدالة:  يتحر� جسي� على محور السينات حيث �ن مو�ع� عند أي لح�ة 

s. أوجد: t t
.t السرعة اللح�ية للجسي� كدالة في  a

.t العجلة للجسي� كدالة في  b

مع  جنب  �لى  جنب�ا  المثلثية  الدوال  لبعض  المحدد  غير  التكامل  �واعد  يبينّ  أدنا�  الجدول 
مصادر الم�تقة لكل من�ا.

التكامل ��ر الم�دد

1  sin cosx dx x C+-=#

2  sin
cos

kx dx k
kx

C+-=#

3 cos sinx dx x C+=#  

4 cos
sin

kx dx k
kx

C+=#

5 sec tanx dx x C2 +=#

6 csc cotx dx x C2 +-=#

7 sec tan secx x dx x C+=#

8 csc cot cscx x dx x C+-=#

يمكن تطبي� �واعد التكامل التي ت� دراست�ا عند تكامل الدوال المثلثية.

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:
a  x x dx
b  x x x dx
c  dx

cos

24

مثال 1

تكامل الدوا� الم�ل��ة5-3
Integral of Trigonometric Functions
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s t الإزاحة  دالة  ا�تقا� 
.v t s t �ي ��: 

من •   تنت�   a t العجلة   دالة 
v t السرعة  دالة  ا�تقا� 

.v t a t �ي ��: 

دعنا ��كر و�تناق�
t يعطى بالدالة:  يتحر� جسي� على محور السينات حيث �ن مو�ع� عند أي لح�ة 

s. أوجد: t t
.t السرعة اللح�ية للجسي� كدالة في  a

.t العجلة للجسي� كدالة في  b
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مصادر الم�تقة لكل من�ا.

التكامل ��ر الم�دد

1  

2  
3  

4
5

6

7

8

يمكن تطبي� �واعد التكامل التي ت� دراست�ا عند تكامل الدوال المثلثية.

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:
a  sin secx x dx2

+^ h#
b  x x x dx^ h#

c  dx
cos
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حاول أن تحل 1

ال�ل:
a x x dx

x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
b  x x x dx

x x dx x dx قاعدة الجم� والطرح
x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dxh  c  sin x

dx

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c x x dx

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b x x dx c x x dx

25

ال�ل:
a x x dx

x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
b  x x x dx

x x dx x dx قاعدة الجم� والطرح
x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  x x x dx  c  sin x
dx

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c x x dx

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b x x dx c x x dx

25

ال�ل:
a x x dx

x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
b  x x x dx

x x dx x dx قاعدة الجم� والطرح
x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x

dx

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c x x dx

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b x x dx c x x dx

25

ال�ل:
a x x dx

x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
b  x x x dx

x x dx x dx قاعدة الجم� والطرح
x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dx  c  sin x

dx
2#

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c x x dx

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C
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a  x dx  b x x dx c x x dx

25
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x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dx  c  sin x

dx

�وجد:
a cos x dx4#  b  x x dx  c x x dx

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b x x dx c x x dx

25

مثال 2
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C C C
c x
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�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dx  c  sin x

dx

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c x x dx^ h

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b x x dx c x x dx

25
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b  x x x dx
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x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dx  c  sin x

dx

�وجد:
a x dx  b  sinx x dx2 3-^ h#  c x x dx

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b x x dx c x x dx

25

ال�ل:
a x x dx

x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
b  x x x dx

x x dx x dx قاعدة الجم� والطرح
x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dx  c  sin x

dx

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c cscx x dx12 2

-^ h#
ال�ل:

a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b x x dx c x x dx

25

حاول أن تحل2

ال�ل:
a x x dx

x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
b  x x x dx

x x dx x dx قاعدة الجم� والطرح
x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dx  c  sin x

dx

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c x x dx

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  sin x dx5#  b x x dx c x x dx

25

ال�ل:
a x x dx

x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
b  x x x dx

x x dx x dx قاعدة الجم� والطرح
x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dx  c  sin x

dx

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c x x dx

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b cosx x dx22

+^ h# c x x dx

25

ال�ل:
a x x dx

x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
b  x x x dx

x x dx x dx قاعدة الجم� والطرح
x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dx  c  sin x

dx

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c x x dx

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b x x dx c x x dx^ h

25
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ال�ل:
a x x dx

x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
b  x x x dx

x x dx x dx قاعدة الجم� والطرح
x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dx  c  sin x

dx

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c x x dx

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b x x dx c secx x dx22 2

+^ h#

25

مثال 3 �وجد:
a cos sint t dt4

:# b x x dx
ال�ل:

a t t dt
u t
du t dt

t sint dt u du
u C u والتعوي� du n

u C

t C

b x x dx
u x
du x dx

x x dx u du بالتعوي�
u C

Cx

�وجد:  3
a x x dx b x dxx

�وجد:
a x x dx

b x x dx
c x x dx

ال�ل:
a x x dx

u x

26

ال�ل:
a x x dx

x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
b  x x x dx

x x dx x dx قاعدة الجم� والطرح
x C x C
x x C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

C C C
c x

dx x dx x C  قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة

�وجد التكاملات ��ر الم�ددة التال�ة:  1
a x x dx b  x x x dx  c  sin x

dx

�وجد:
a x dx  b  x x dx  c x x dx^ h

ال�ل:
a x dx x C

b x x dx x x C
c x x dx

x
du x dx x dx du
x x dx

u du u C قواعد تكامل الدوا� الم�ل��ة
x C

�وجد:  2
a  x dx  b x x dx c x x dx

25

�وجد:
a t t dt b sec tanx x dx2

:#
ال�ل:

a t t dt
u t
du t dt

t sint dt u du
u C u والتعوي� du n

u C

t C

b x x dx
u x
du x dx

x x dx u du بالتعوي�
u C

Cx

�وجد:  3
a x x dx b x dxx

�وجد:
a x x dx

b x x dx
c x x dx

ال�ل:
a x x dx

u x

26

حاول أن تحل3

�وجد:
a t t dt b x x dx

ال�ل:
a t t dt

u t
du t dt

t sint dt u du
u C u والتعوي� du n

u C

t C

b x x dx
u x
du x dx

x x dx u du بالتعوي�
u C

Cx

�وجد:  3
a x x dx b x dxx

�وجد:
a x x dx

b x x dx
c x x dx

ال�ل:
a x x dx

u x

26

�وجد:
a t t dt b x x dx

ال�ل:
a t t dt

u t
du t dt

t sint dt u du
u C u والتعوي� du n

u C

t C

b x x dx
u x
du x dx

x x dx u du بالتعوي�
u C

Cx

�وجد:  3
a sin cosx x dx3

:# b x dxx

�وجد:
a x x dx

b x x dx
c x x dx

ال�ل:
a x x dx

u x

26
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كراسة التمارين

�وجد:
a t t dt b x x dx

ال�ل:
a t t dt

u t
du t dt

t sint dt u du
u C u والتعوي� du n

u C

t C

b x x dx
u x
du x dx

x x dx u du بالتعوي�
u C

Cx

�وجد:  3
a x x dx b csc cotx dx2

: x#

�وجد:
a x x dx

b x x dx
c x x dx

ال�ل:
a x x dx

u x

26

14

نْ تمرَّ
5-3 تكامل الدوا� الم�ل��ة

Integral of Trigonometric Functions

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد ق�مة التكامل.

(1)  (2) csc cot secx x x dx2
+^ h#

(3)  (4) x x dx

(5) x x dx  (6) x x dx

(7) x dx
x  (8) x x dx

(9) x x dx  (10) x x dx

(11) x x dx  (12) 1

(13) x x
dx  (14) x x

dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x dx x C  a  b

(2) x dx x C  a  b

(3) F x F F x xx π  a  b

(4) F F F x xx xx x π  a  b

(5) F F F x xx x x  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.
f هي: x x x حيث f الصورة العامة للم�تقة العكسية للدالة  (6)

 a  x x x CF  b  F x x x C

 c  x x x CF  d  x x x CF
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الدوال الأسية واللوغاريتمية

اشتقاق الدوال الأسية
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Derivative of Exponential Functions ا�تقا� الدوا� الأ��ة 
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Derivative of Exponential Functions ا�تقا� الدوا� الأ��ة 

قاعدة (1)
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Derivative of Exponential Functions ا�تقا� الدوا� الأ��ة 
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Derivative of Exponential Functions ا�تقا� الدوا� الأ��ة 
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Derivative of Exponential Functions ا�تقا� الدوا� الأ��ة 

قاعدة (1)

dx
d a a a

��ا �ا�� u دالة في x قابلة للا�تقا� ف��:

dx
d a a a dx

du

a نحصل على القاعدة التالية: e في القاعدة (1) وبو�ع

قاعدة (2)
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d e e
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قاعدة (1)
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d a a a
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قاعدة (2)

dx
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Derivative of Exponential Functions ا�تقا� الدوا� الأ��ة 
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الدواّ� الأ��ةّ واللو�اريتم�ة
Exponential and Logarithmic Functions

المجموعة A تمارين مقال�ة

.
dx
dy في التمارين (15-1)، �وجد 

(1) y 7x=  (2) y 5 x 1=
+  (3) y 8tanx=

(4) y  (5) y  (6) 3
(7)  (8)  (9) 
(10)  (11)  (12) y x
(13) y x  (14) y x  (15) y x

في التمارين (27-16)، �وجد التكامل ��ر الم�دد في �ل مما يلي:

(16) dx  (17) 1

(18) 2 1  (19) 2  

(20) x dx  (21) dx

(22) 2 5
1  (23) 2

(24) 1  (25) x dx

(26)  (27) 

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (6-1)، �للّ الدائرة 

a  b  4 4 فإن:  ��ا كانت:   (1)
a  b  2 ��ا كانت:  فإن:   (2)
a  b  2 2

1 2 فإن:  2 ��ا كانت:   (3)
a  b ��ا كانت:  فإن:    (4)
a  b  x dx Cx  (5)
a  b  x dx x C  (6)

نْ تمرَّ
5-4

كراسة التمارين

مثال 2

ت��ر:
: f  (1) مجا� الدالة

f هو  x x  
: f  (2) مجا� الدالة

f هو x g x  
 

ت��ر:
e x x  

e x x  

�وجد م�تقة �ل من الدوا� التال�ة:
a  ( )x ef 3

2x

=  b  g  c  h
ال�ل:

a  f
 f x

b  g
 g x x
 x

c  h
 h x
 x x e

�وجد م�تقة �ل من الدوا� التال�ة:  2
a  f  b  g  c  h

ا�تقا� دوا� اللو�اريتمات الطب�ع�ة 
Derivatives of Natural Logarithmic Functions  

سنوجد م�تقة دالة اللوغاريت� الطبيعي مرتكزين على م�تقة الدالة الأسية.
تعلمت فيما سب� أن: 

 

 

 1 1  

 lndx
d x x  

قاعدة (3)
1

��ا �ا�� u دالة في x قابلة للا�تقا�:
1

dx
d g x g x

g x �ح� ��: 
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Derivative of Exponential Functions ا�تقا� الدوا� الأ��ة 

قاعدة (1)

dx
d a a a

��ا �ا�� u دالة في x قابلة للا�تقا� ف��:

dx
d a a a dx

du

a نحصل على القاعدة التالية: e في القاعدة (1) وبو�ع

قاعدة (2)

dx
d e e

وفي حالة u دالة في x قابلة للا�تقا� ف��:

dx
d e e dx

du

�وجد م�تقة �ل من الدوا� التال�ة:
a  f x  b  f x  c  f x
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a  f x

f x dx
d  dx

d a a a

b  f x
f x dx

d
dx
d x dx

d a a a dx
du

x
c  f x
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d
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x

�وجد م�تقة �ل من الدوا� التال�ة:  1
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ت��ر:
: f  (1) مجا� الدالة

f هو  x x  
: f  (2) مجا� الدالة

f هو x g x  
 

ت��ر:
e x x  

e x x  

�وجد م�تقة �ل من الدوا� التال�ة:
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( )x eg 3 1x x
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a  f  b  g  c  h

ا�تقا� دوا� اللو�اريتمات الطب�ع�ة 
Derivatives of Natural Logarithmic Functions  

سنوجد م�تقة دالة اللوغاريت� الطبيعي مرتكزين على م�تقة الدالة الأسية.
تعلمت فيما سب� أن: 
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d x x  

قاعدة (3)
1

��ا �ا�� u دالة في x قابلة للا�تقا�:
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dx
d g x g x

g x �ح� ��: 
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ت��ر:
: f  (1) مجا� الدالة

f هو  x x  
: f  (2) مجا� الدالة
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ا�تقا� دوا� اللو�اريتمات الطب�ع�ة 
Derivatives of Natural Logarithmic Functions  

سنوجد م�تقة دالة اللوغاريت� الطبيعي مرتكزين على م�تقة الدالة الأسية.
تعلمت فيما سب� أن: 
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ا�تقا� دوا� اللو�اريتمات الطب�ع�ة 
Derivatives of Natural Logarithmic Functions  

سنوجد م�تقة دالة اللوغاريت� الطبيعي مرتكزين على م�تقة الدالة الأسية.
تعلمت فيما سب� أن: 
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Derivative of Exponential Functions ا�تقا� الدوا� الأ��ة 

قاعدة (1)
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du
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d e e
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d e e dx

du

�وجد م�تقة �ل من الدوا� التال�ة:
a  f x  b  f x  c  f x

ال�ل:
a  f x

f x dx
d  dx

d a a a

b  f x
f x dx

d
dx
d x dx

d a a a dx
du

x
c  f x

f x dx
d

dx
d x

x

�وجد م�تقة �ل من الدوا� التال�ة:  1
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ت��ر:
: f  (1) مجا� الدالة

f هو  x x  
: f  (2) مجا� الدالة

f هو x g x  
 

ت��ر:
e x x  

e x x  

�وجد م�تقة �ل من الدوا� التال�ة:
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ا�تقا� دوا� اللو�اريتمات الطب�ع�ة 
Derivatives of Natural Logarithmic Functions  

سنوجد م�تقة دالة اللوغاريت� الطبيعي مرتكزين على م�تقة الدالة الأسية.
تعلمت فيما سب� أن: 

 

 

 1 1  

 lndx
d x x  

قاعدة (3)
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��ا �ا�� u دالة في x قابلة للا�تقا�:
1

dx
d g x g x

g x �ح� ��: 
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ت��ر:
: f  (1) مجا� الدالة

f هو  x x  
: f  (2) مجا� الدالة

f هو x g x  
 

ت��ر:
e x x  
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�وجد م�تقة �ل من الدوا� التال�ة:
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قاعدة (4)
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تكامل بع� الدوا� الأ��ة واللو�اريتم�ة 
Integrals of some Exponential and Logarithmic Functions
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موضوعي
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 c  lnx
2
x  d  ln

x
x2 2

dx تساوي:
dy ، فإنّ  lny x

10
= ` j ا كانت��  (10)

 a  - x
10  b  x

10

 c  x
1  d  - x

1

dx تساوي:
dy y، فإنّ  x^ h ا كانت��  (11)

 a  x
x  b  x

 c  x
x  d  x

x

(12)  1
2

  a  x C  b  x C

  c  Cx
x  d  

x
x C

(13)  2
  a  C  b  C

  c  C  d  C

(14) 4
  a  C  b  C

  c  C  d  C
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17

في التمارين (14-7)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.
dx تساوي:

dy y، فإنّ  ��ا كانت   (7)

 a   b  

 c   d  
dx تساوي:

dy y، فإنّ  x x ��ا كانت   (8)

 a  x x  b  x x
 c  x  d  x x

dx تساوي:
dy y، فإنّ  x ��ا كانت   (9)

 a  x
x  b  x

x

 c  x x  d  x
x

dx تساوي:
dy y، فإنّ  x ��ا كانت   (10)

 a  x  b  x
 c  x  d  x

dx تساوي:
dy ، فإنّ  lny x 12

= +^ h ا كانت��  (11)

 a  x
x
12
+

 b  x 1

2
2
+

 c  x
x
1

2
2
+

 d  - x
x
1

2
2
+

(12)  
x

x
dx1

2
2
+

=#

  a  ln x C2 12
+ +^ h  b  ln x C12

+ +^ h

  c  Cx
x
12

2

+
+  d  

x
x C

3
1

12
+

+

(13)  e e
dx2

x x
+

=

-

#

  a  e e C
2

x x
-

+

-

 b  e e C
2

x x
+

+

-

  c  e e C
2

x x
-

+

-

 d  e e C
2

2 2x x
-

+

-

(14) 
e
e
dx4x

x

-
=#

  a  e C
2
1

4x
- - +^ h  b  eln C4x

- +

  c  eln C4x
- - +  d  eln C

2
1

4x
- +
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التكامل بالتجزيء

قاعدة التكامل بالتجزيء

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx
du dx v x
u u dudv v v= - ##
x x dx x x x dx

x x x C

x x dx �وجد:   1

�وجد:
a x e dx b  x e dx

ال�ل:
a x e dx

u x dv e dx
du dx v e

u u dudv v v

x e dx xe e dx
x e e C x e C

b x e dx
u x dv e dx

du dx v e

u u dudv v v

x e dx x e e dx

x e e

معلومة:
ا�ت�دا�  يمكننا  للمساعدة 

النم� التالي:
u dv
du v

ت��ر:
e dx a e C

37

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx
du dx v x
u u dudv v v
x x dx x x x dx

x x x C

x x dx �وجد:   1

�وجد:
a x e dx b  x e dx

ال�ل:
a x e dx

u x dv e dx
du dx v e

u u dudv v v

x e dx xe e dx
x e e C x e C

b x e dx
u x dv e dx

du dx v e

u u dudv v v

x e dx x e e dx

x e e

معلومة:
ا�ت�دا�  يمكننا  للمساعدة 

النم� التالي:
,u dv4 4= =

,du v4 4= =

ت��ر:
e dx a e C

37

سلامه

sinx x dx# �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx
du dx v x
u u dudv v v
x x dx x x x dx

x x x C

x x dx �وجد:   1

�وجد:
a x e dx b  x e dx

ال�ل:
a x e dx

u x dv e dx
du dx v e

u u dudv v v

x e dx xe e dx
x e e C x e C

b x e dx
u x dv e dx

du dx v e

u u dudv v v

x e dx x e e dx

x e e

معلومة:
ا�ت�دا�  يمكننا  للمساعدة 

النم� التالي:
u dv
du v

ت��ر:
e dx a e C

37

مثال 1

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx
du dx v x
u u dudv v v
x x dx x x x dx

x x x C

cosx x dx# �وجد:   1

�وجد:
a x e dx b  x e dx

ال�ل:
a x e dx

u x dv e dx
du dx v e

u u dudv v v

x e dx xe e dx
x e e C x e C

b x e dx
u x dv e dx

du dx v e

u u dudv v v

x e dx x e e dx

x e e

معلومة:
ا�ت�دا�  يمكننا  للمساعدة 

النم� التالي:
u dv
du v

ت��ر:
e dx a e C

37

حاول أن تحل 1
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كراسة التمارين

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) x x x dx  (12) x x x dx

(13) x e dx  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) ( )cosx x dx3#  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) x x x dx  (12) x x x dx

(13) x e dx  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) ( )sinx x dx5#

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) x x x dx  (12) x x x dx

(13) x e dx  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b

مثال 2

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx
du dx v x
u u dudv v v
x x dx x x x dx

x x x C

x x dx �وجد:   1

�وجد:
a x e dxx# b  x e dx

ال�ل:
a x e dx

u x dv e dx
du dx v e

u u dudv v v

x e dx xe e dx
x e e C x e C

b x e dx
u x dv e dx

du dx v e

u u dudv v v

x e dx x e e dx

x e e

معلومة:
ا�ت�دا�  يمكننا  للمساعدة 

النم� التالي:
u dv
du v

ت��ر:
e dx a e C

37

ت��ر:
dx x C

�وجد:  2
a x dxe b  x e dx

x dx �وجد: 
ال�ل:

x dx
u x dv dx
du x dx  v x

u u dudv v v

x dx x x x
x dx

x x x
x dx

x x x dx
x x x x
x x x x x  �ح� 

x dx �وجد:   3

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx

du dxx v x

u u dudv v v

38
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x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx
du dx v x
u u dudv v v
x x dx x x x dx

x x x C

x x dx �وجد:   1

�وجد:
a x e dx b  x e dx3 2 1x+#

ال�ل:
a x e dx

u x dv e dx
du dx v e

u u dudv v v

x e dx xe e dx
x e e C x e C

b x e dx
u x dv e dx

du dx v e

u u dudv v v

x e dx x e e dx

x e e

معلومة:
ا�ت�دا�  يمكننا  للمساعدة 

النم� التالي:
u dv
du v

ت��ر:
e dx a e C

37

حاول أن تحل 2

ت��ر:
dx x C

�وجد:  2
a x dxe b  x e dx

x dx �وجد: 
ال�ل:

x dx
u x dv dx
du x dx  v x

u u dudv v v

x dx x x x
x dx

x x x
x dx

x x x dx
x x x x
x x x x x  �ح� 

x dx �وجد:   3

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx

du dxx v x

u u dudv v v

38

ت��ر:
dx x C

�وجد:  2
a x dxe3 3x

-
-^ h# b  x e dx

x dx �وجد: 
ال�ل:

x dx
u x dv dx
du x dx  v x

u u dudv v v

x dx x x x
x dx

x x x
x dx

x x x dx
x x x x
x x x x x  �ح� 

x dx �وجد:   3

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx

du dxx v x

u u dudv v v

38

ت��ر:
dx x C

�وجد:  2
a x dxe b  x e dx4 x5-#

x dx �وجد: 
ال�ل:

x dx
u x dv dx
du x dx  v x

u u dudv v v

x dx x x x
x dx

x x x
x dx

x x x dx
x x x x
x x x x x  �ح� 

x dx �وجد:   3

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx

du dxx v x

u u dudv v v

38
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كراسة التمارين

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx3x-#  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) x x x dx  (12) x x x dx

(13) x e dx  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx5 x 5
-

-^ h#

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) x x x dx  (12) x x x dx

(13) x e dx  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b

حاول أن تحل 3

ت��ر:
dx x C

�وجد:  2
a x dxe b  x e dx

x dx �وجد: 
ال�ل:

x dx
u x dv dx
du x dx  v x

u u dudv v v

x dx x x x
x dx

x x x
x dx

x x x dx
x x x x
x x x x x  �ح� 

lnx dx# �وجد:   3

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx

du dxx v x

u u dudv v v

38
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مثال 4

ت��ر:
dx x C

�وجد:  2
a x dxe b  x e dx

x dx �وجد: 
ال�ل:

x dx
u x dv dx
du x dx  v x

u u dudv v v

x dx x x x
x dx

x x x
x dx

x x x dx
x x x x
x x x x x  �ح� 

x dx �وجد:   3

lnx x dx# �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv x dx

du dxx v x

u u dudv v v

38

كراسة التمارين

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) ln x dx4#  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) x x x dx  (12) x x x dx

(13) x e dx  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) ( )ln

x
x dx2#

(9) x
x dx  (10) #

(11) x x x dx  (12) x x x dx

(13) x e dx  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b
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18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) ln

x
x dx

3
#  (10) 

(11) x x x dx^#  (12) x x x dx

(13) x e dx  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) lnx x dx2 2#

(11) x x x dx  (12) x x x dx^ h#

(13) x e dx  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b

مثال 5

x x dx x x x
x dx

x x x dx

x x x C

x x dx �وجد:   4

يمكن حسا� التكامل بالتجزيء أكثر من مرة.

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv dxx
du x dx v x
u u dudv v v
x x dx x x x x dx (1)
x x dx �ست�د� القاعدة مرّة ثا��ة لإيجاد: 

u x dv x dx
du dx v x
x x dx x x x dx

x x x C (2)
من (2) , (1) ���ل على:

x x dx x x x x x C
x x x x x C C C  ح�� 

x x dx �وجد:   5

39

x x dx x x x
x dx

x x x dx

x x x C

x x dx �وجد:   4

يمكن حسا� التكامل بالتجزيء أكثر من مرة.

cosx x dx2# �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv dxx
du x dx v x
u u dudv v v
x x dx x x x x dx (1)
x x dx �ست�د� القاعدة مرّة ثا��ة لإيجاد: 

u x dv x dx
du dx v x
x x dx x x x dx

x x x C (2)
من (2) , (1) ���ل على:

x x dx x x x x x C
x x x x x C C C  ح�� 

x x dx �وجد:   5

39
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x x dx x x x
x dx

x x x dx

x x x C

x x dx �وجد:   4

يمكن حسا� التكامل بالتجزيء أكثر من مرة.

x x dx �وجد: 
ال�ل:

x x dx
u x dv dxx
du x dx v x
u u dudv v v
x x dx x x x x dx (1)
x x dx �ست�د� القاعدة مرّة ثا��ة لإيجاد: 

u x dv x dx
du dx v x
x x dx x x x dx

x x x C (2)
من (2) , (1) ���ل على:

x x dx x x x x x C
x x x x x C C C  ح�� 

sinx x dx2# �وجد:   5

39

حاول أن تحل 5



51

SALAMA

5 - 55 - 5

كراسة التمارين

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) cosx x x dx22
-^ h#  (12) x x x dx

(13) x e dx#  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) x x x dx  (12) sinx x x dx32
+^ h#

(13) x e dx  (14) x e dx#

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b
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xمثال 6 e dx2 x# �وجد: 
ال�ل:

x e dx
u x dv e dx
du dxx v e
u u dudv v v
x e dx x e x e dx (1)
x e dx با�ت�دا� القاعدة مرّة ثا��ة لإيجاد:

u x dv e dx
du dx v e
u u dudv v v
x e dx x e e dx

x e e C (2)
من (2) , (1) ���ل على:

x e dx x e x e e C
x e x e e C C C
x x e

x e dx �وجد:   6

e x dx �وجد: 
ال�ل:

e x dx
u e dv x dx
du e dx v x
u u dudv v v

40

x e dx �وجد: 
ال�ل:

x e dx
u x dv e dx
du dxx v e
u u dudv v v
x e dx x e x e dx (1)
x e dx با�ت�دا� القاعدة مرّة ثا��ة لإيجاد:

u x dv e dx
du dx v e
u u dudv v v
x e dx x e e dx

x e e C (2)
من (2) , (1) ���ل على:

x e dx x e x e e C
x e x e e C C C
x x e

x e dx2 x 2+# �وجد:   6

e x dx �وجد: 
ال�ل:

e x dx
u e dv x dx
du e dx v x
u u dudv v v

40

حاول أن تحل 6
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كراسة التمارين

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) x x x dx^ h  (12) x x x dx

(13) x e dx2 1x+#  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b
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18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) x x x dx  (12) x x x dx

(13) x e dx  (14) x e dx

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) ( ) ( )cos sin cosx x dx x x x C2
2
1

2
4
1

2= + +#  a  b

(2) ( ) ( ) ( )π π π π πsin cos sinx dx x C1
2=- + +x x x#  a  b

(3) x e dx x e e C1
36
1

6
6 6 6x x x

= - +#  a  b

(4) x e dx x e e Cx x x
=- + +

- - -#  a  b

(5) sec tan ln secx x dx x x x C2
= - +#  a  b

موضوعي

18

نْ تمرَّ
5-5 التكامل بالتجزيء

Integration by Parts

المجموعة A تمارين مقال�ة
في التمارين (14-1)، �وجد التكامل.

(1) x x dx  (2) x x dx

(3) x e dx  (4) x e dx

(5) x dx  (6) 2 1

(7) 2 1 1  (8) x
x dx

(9) x
x dx  (10) 

(11) x x x dx  (12) x x x dx^ h

(13) x e dx  (14) x e dx2 3x2 -#

(15) x dx  (16) e x dx

(17) x dx

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x x x C  a  b

(2) π π π π πx dx x Cx x x  a  b

(3) x e dx x e e C  a  b

(4) x e dx x e e C  a  b

(5)  a  b
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19

في التمارين (11-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.

(6) sinx x dx2 1+^ h#

 a  cos sinx x x C2 1 2+ + +^ h  b  cos sinx x x C2 1 2- + + +^ h

 c  cos sinx x x C1 2- + - +^ h  d  cos sinx x x C2 1+ - +^ h

(7) ( )lnx x dx2
=#

 a  ( )lnx x x C
3
1

3
3

3

- +  b  ( )lnx x x C
3
1

9
3

3

- +

 c  ( )lnx x x C
3
1

9
3

3

+ +  d  ( )lnx x x C
3
1

9
3

3

- - +

lnx ف��: x dx uv vdu2 1+ = -^ h# # في التمرين�ن (9-8)، ��ا �ا� 

(8) uv =

 a  ( ) lnx x2 1+  b  lnx x2

 c  ln
x

x2
2 1+  d  ( ) lnx x x1+

(9) vdu =#

 a  lnx x C2
1

+  b  x x C2
1 2 + +

 c  ( ) lnx x C2 1+ +  d  x x C
1

2
1

3
3 2+ +

x ف��: e dx uv vdu3 1 3 2x
- = -

+^ h# # في التمرين�ن (11-10)، ��ا �ا� 

(10)  uv =

 a  ( )ex3 1 3 2x
-

+  b  ( )ex3
1 3 1 3 2x

-
+

 c  ( )ex3 1 2x
-

+  d  ( )ex3
1 1 3 2x

-
+

(11)  vdu =#

 a  e C3
1 3 2x
- +

+  b  e C3 2x
- +

+

 c  e C3
1 3 2x

+
+  d  e C3 2x

+
+
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التكامل باستخدام الكسور الجزئية

أولًاً : المقام يمكن تحليله إلى عوامل خطية )عوامل من الدرجة الأولى ( غير مكررة

التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة5-6
Integration Using Partial Fractions

�وف تتعلم
مقدمة عن الكسورالجزئ�ة.•  
مقامات ل�ا عوامل �ط�ة.•  

الم�ردات والم�طل�ات:
�سور جزئ�ة •  

Partial Fractions
  •Expand ت�ك�� 
  •Linear Factor عامل �طي 

دعنا ��كر و�تناق�
   : f لتكن الدالة   a

اكتب  على الصورة:   
h هو المقام الم�تر�. x حيث 

   :g لتكن الدالة   b

نأخذ:
ا�ر� طرفي المعادلة في x ث� بسّ� وعوّ� عن x بالصفر.  1

.A استنت� �يمة
x ث� بسّ� وعوّ� عن x ب� 2 ا�ر� طرفي المعادلة في   2

.B استنت� �يمة
x ث� بسّ� وعوّ� عن x ب�  ا�ر� طرفي المعادلة في   3

.C استنت� �يمة
�g x f و x ما العلا�ة بين   c

درسنا في ما سب� أن أي كثيرة حدود عوامل�ا حقيقية �د يمكننا تحليل�ا �لى عوامل خطية
(من الدرجة الأولى) وعوامل من الدرجة الثانية (تربيعية) لي� ل�ا أصفار حقيقية (لي� ل�ا 

جذور حقيقية).
يمكننا استخدام �ل� في �يجاد تكامل لحدوديات نسبية وسوف تقتصر دراستنا على تكامل 

الحدوديات النسبية التي يمكن تحليل المقام في�ا �لى عوامل خطيةّ.

�وً�: المقا� يمكن ت�ل�ل� �لى عوامل �ط�ة (عوامل من الدرجة الأولى) ��ر مكررة

) عبارة عن �ات� ضر� عوامل �ط�ة ��ر مكررة. )h x المقا� 
) على ال�ورة: )h x ) ح�� المقا�  )

( )
( )f x h x
r x

= لتكن 
( )h x a x b a x b a x b2 2 f= + + +1 1 k k^ ^ ^h h h

ح�� � يوجد عوامل مكررة و� يوجد عامل ثاب� م�رو� ب��ر.
في ه�� ال�الة تكو� الدالة  f  على �ورة �سور جزئ�ة �التالي:

( )
( )
h x
r x

a x b
A

a x b
A

a x b
A

2 2

2

k k

k
f=

+
+

+
+ +

+
1

1 1

42
مثال 1

( )f x x x
x
2 15

5 1
2=
- -

- :  f  لتكن الدالة
ف�وجد:

الكسور الجزئ�ة  a
( )f x dx#  b

ال�ل:
a  x x xx حلّل المقا�

AA
x x

x
x x

x A x A x x وبسّ�  x اضر� �رفي المعادلة في 
x ب� 5  عوّ� عن 

x ب�   عوّ� عن 

A بق�مت��ما A و عوّ� عن 
للت�ق� يمكن جم� �سري الطرف الأيمن ي�يجاد مقا� م�تر� وبالمقار�ة م� الطرف الأيسر.

b  

 f x f x dx f x dx f x dx

x dx x dx  kf x dx k f x dx

x x C f x
f x dx Cf x

f x x x
x :  f  لتكن الدالة  1

ف�وجد:
الكسور الجزئ�ة  a

f x dx  b

43
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f x x x
x :  f  لتكن الدالة

ف�وجد:
الكسور الجزئ�ة  a

f x dx  b
ال�ل:

a  x x xx حلّل المقا�
AA

x x
x

x x
x A x A x x وبسّ�  x اضر� �رفي المعادلة في 

x ب� 5  عوّ� عن 

x ب�   عوّ� عن 

A بق�مت��ما A و عوّ� عن 
للت�ق� يمكن جم� �سري الطرف الأيمن ي�يجاد مقا� م�تر� وبالمقار�ة م� الطرف الأيسر.

b  

 f x f x dx f x dx f x dx

x dx x dx  kf x dx k f x dx

x x C f x
f x dx Cf x

( )f x x x
x
4 3

2 1
2=
- +

- :  f  لتكن الدالة  1
ف�وجد:

الكسور الجزئ�ة  a
( )f x dx#  b

43

حاول أن تحل 1
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كراسة التمارين

20

نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. ( )f x dx# في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) 2

1

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7)  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6

20

نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) ( )f x
x x5 3

2
=

- -] ]g g  (2) 2
1

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7)  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6

20

نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) ( )f x

x x2
1
2=
+

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7)  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6
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20

نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) 2

1

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7)  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6
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20

نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2

] ]g g  (2) 2
1

(3) ( )f x
x x

x

12
10

2=
+ -

- +  (4) 2
1

3
2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7)  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6
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مثال2
x x x
x x dx
2 3 2

2 1
3 2

2

+ -

+ -# �وجد: 

ال�ل:

x x x
x x �وجد الكسور الجزئ�ة لل�دودية النسب�ة: 

x x x x x x ت�ل�ل المقا�
x x x

x x
x x

x
A

x
A

x
A

x
x x A x x A x x A x x x وبسّ�  x x اضر� �رفي المعادلة في: 

A A A x ب� 0 عوّ� عن 
A

A A A x ب�   عوّ� عن 

A
A A A x ب�   عوّ� عن 

A

x x x
x x

x x x ومن�:

x x x
x x dx x x x dx

x x x C

x x x
x dx �وجد:   2

ثا�ً�ا: المقا� يمكن ت�ل�ل� �لى عوامل �ط�ة بع��ا متكرر

، يجب �� ي�توي  mx n h على ال�ورة  x h عبارة عن �ات� ضر� عوامل �ط�ة بع��ا متكرر. لكل عامل من عوامل  x المقا� 
:k الت�ك�� �لى �سور جزئ�ة على مجمو� حدود عددها

mx n
A

mx n
A

mx n
A

44
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x x x
x x dx �وجد: 

ال�ل:

x x x
x x �وجد الكسور الجزئ�ة لل�دودية النسب�ة: 

x x x x x x ت�ل�ل المقا�
x x x

x x
x x

x
A

x
A

x
A

x
x x A x x A x x A x x x وبسّ�  x x اضر� �رفي المعادلة في: 

A A A x ب� 0 عوّ� عن 
A

A A A x ب�   عوّ� عن 

A
A A A x ب�   عوّ� عن 

A

x x x
x x

x x x ومن�:

x x x
x x dx x x x dx

x x x C

x x x
x dx

2 5 3

2
3 2

2

- -

-# �وجد:   2

ثا�ً�ا: المقا� يمكن ت�ل�ل� �لى عوامل �ط�ة بع��ا متكرر

، يجب �� ي�توي  mx n h على ال�ورة  x h عبارة عن �ات� ضر� عوامل �ط�ة بع��ا متكرر. لكل عامل من عوامل  x المقا� 
:k الت�ك�� �لى �سور جزئ�ة على مجمو� حدود عددها

mx n
A

mx n
A

mx n
A

44

حاول أن تحل 2
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كراسة التمارين

20

نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) 2

1

(3) 12
10  (4) ( )f x

x x x2
1

3
2

3 2 -
=

+

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7)  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6
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ثانياً : المقام يمكن تحليله إلى عوامل خطية بعضها متكرر

x x x
x x dx �وجد: 

ال�ل:

x x x
x x �وجد الكسور الجزئ�ة لل�دودية النسب�ة: 

x x x x x x ت�ل�ل المقا�
x x x

x x
x x

x
A

x
A

x
A

x
x x A x x A x x A x x x وبسّ�  x x اضر� �رفي المعادلة في: 

A A A x ب� 0 عوّ� عن 
A

A A A x ب�   عوّ� عن 

A
A A A x ب�   عوّ� عن 

A

x x x
x x

x x x ومن�:

x x x
x x dx x x x dx

x x x C

x x x
x dx �وجد:   2

ثا�ً�ا: المقا� يمكن ت�ل�ل� �لى عوامل �ط�ة بع��ا متكرر

)، يجب �� ي�توي  )mx n k+ ) على ال�ورة  )h x ) عبارة عن �ات� ضر� عوامل �ط�ة بع��ا متكرر. لكل عامل من عوامل  )h x المقا� 
:k الت�ك�� �لى �سور جزئ�ة على مجمو� حدود عددها

...+
( ) ( )mx n

A
mx n
A

mx n
A

2
2

k
k

+ +
+ +

+

1

44x x x
x x dx
4 4

2 4
2

2

3
- +

- + +# �وجد: 
ال�ل:

�وجد الكسور الجزئ�ة لل�دودية النسب�ة
حللّ المقا�:

ت�ك�  �لى حدّين

اضر� �لا� من �رفي المعادلة في 
x فن��ل على  ��� في المعادلة 
x فن��ل على  ��� في المعادلة 

x لإيجاد  ، و�حد� ق�م x ولتكن   ، ثم �عوّ� في المعادلة عن 

لدينا: 

التعوي� في المعادلة (1) يعطي:

x x x
x x

x x x

f x
f x dx f x

x x x
x x dx �وجد:   3

45
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x x x
x x dx �وجد: 

ال�ل:
�وجد الكسور الجزئ�ة لل�دودية النسب�ة

حللّ المقا�:

ت�ك�  �لى حدّين

اضر� �لا� من �رفي المعادلة في 
x فن��ل على  ��� في المعادلة 
x فن��ل على  ��� في المعادلة 

x لإيجاد  ، و�حد� ق�م x ولتكن   ، ثم �عوّ� في المعادلة عن 

لدينا: 

التعوي� في المعادلة (1) يعطي:

x x x
x x

x x x

f x
f x dx f x

x x x
x x dx
2

4 4 1
3 2

2

- +

- +# �وجد:   3
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xمثال4 x
x x dx
2

3
3 2

2

+

+ +# �وجد: 
ال�ل:

x x x x ت�ل�ل المقا� �لى عوامل �ط�ة

x x A x x A x A x x ثم بسّ�  x اضر� �لا� من �رفي المعادلة في: 
A A A x ب� 0 عوّ� عن 

A

A A A x ب�  عوّ� عن 

A
A x لإيجاد ق�مة  A و�حد� ق�م x ولتكن   ، A �عوّ� في المعادلة عن: 

A

A

x x
x x dx x x x dx

x x x C

x x
x dx �وجد:   4

f مساوية أو أكبر من درجة المقام، نوجد أو�� نات� القسمة  x h x
x عندما تكون درجة البس� في الحدودية النسبية 

) هو البا�ي. )p x f حيث  x q x h x
p x ) باستخدام القسمة المطولة ث� نكتب الدالة على الصورة:  )q x

46
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x x
x x dx �وجد: 

ال�ل:
x x x x ت�ل�ل المقا� �لى عوامل �ط�ة

x x A x x A x A x x ثم بسّ�  x اضر� �لا� من �رفي المعادلة في: 
A A A x ب� 0 عوّ� عن 

A

A A A x ب�  عوّ� عن 

A
A x لإيجاد ق�مة  A و�حد� ق�م x ولتكن   ، A �عوّ� في المعادلة عن: 

A

A

x x
x x dx x x x dx

x x x C

x x
x dx
4

1
3 2

2

+

+# �وجد:   4

f مساوية أو أكبر من درجة المقام، نوجد أو�� نات� القسمة  x h x
x عندما تكون درجة البس� في الحدودية النسبية 

) هو البا�ي. )p x f حيث  x q x h x
p x ) باستخدام القسمة المطولة ث� نكتب الدالة على الصورة:  )q x

46

x x
x x dx �وجد: 

ال�ل:
x x x x ت�ل�ل المقا� �لى عوامل �ط�ة

x x A x x A x A x x ثم بسّ�  x اضر� �لا� من �رفي المعادلة في: 
A A A x ب� 0 عوّ� عن 

A

A A A x ب�  عوّ� عن 

A
A x لإيجاد ق�مة  A و�حد� ق�م x ولتكن   ، A �عوّ� في المعادلة عن: 

A

A

x x
x x dx x x x dx

x x x C

x x
x dx �وجد:   4

f مساوية أو أكبر من درجة المقام، نوجد أو�� نات� القسمة  x h x
x عندما تكون درجة البس� في الحدودية النسبية 

) هو البا�ي. )p x f حيث  x q x h x
p x ) باستخدام القسمة المطولة ث� نكتب الدالة على الصورة:  )q x

46
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x x
x x dx �وجد: 

ال�ل:
x x x x ت�ل�ل المقا� �لى عوامل �ط�ة

x x A x x A x A x x ثم بسّ�  x اضر� �لا� من �رفي المعادلة في: 
A A A x ب� 0 عوّ� عن 

A

A A A x ب�  عوّ� عن 

A
A x لإيجاد ق�مة  A و�حد� ق�م x ولتكن   ، A �عوّ� في المعادلة عن: 

A

A

x x
x x dx x x x dx

x x x C

x x
x dx �وجد:   4

) مساوية أو أكبر من درجة المقام، نوجد أو�� نات� القسمة  )
( )
( )rf x h x
x

= عندما تكون درجة البس� في الحدودية النسبية 
) هو البا�ي. )p x ) حيث  ) ( )

( )

( )f x q x h x
p x

= + ) باستخدام القسمة المطولة ث� نكتب الدالة على الصورة:  )q x

46

مثال5
x x
x x dx
4 4

3 7
2

2

- +

- +# �وجد: 

ال�ل:
   درجة البس�  درجة المقا�

   �بد� بقسمة البس� على المقا� با�ت�دا� القسمة المطولة
�ات� القسمة   1    

x x x x
x x

 x الباقي  

x x
x x

x
x

x
x

x x ال�دودية النسب�ة

x x x ثم �بسّ� ��ر� �لا� من �رفي المعادلة في 
x ب�  عوّ� عن 

A
. A x لإيجاد ق�مة  A و�حد� ق�م x ولتكن  �عوّ� في المعادلة عن 

A
A

x x
x x dx x x dx

x x x C

هل يمكن حل م�ا� (5) بطريقة ��ر�.  a  5

x x
x x dx �وجد:   b

47
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x x
x x dx �وجد: 

ال�ل:
   درجة البس�  درجة المقا�

   �بد� بقسمة البس� على المقا� با�ت�دا� القسمة المطولة
�ات� القسمة   1    

x x x x
x x

 x الباقي  

x x
x x

x
x

x
x

x x ال�دودية النسب�ة

x x x ثم �بسّ� ��ر� �لا� من �رفي المعادلة في 
x ب�  عوّ� عن 

A
. A x لإيجاد ق�مة  A و�حد� ق�م x ولتكن  �عوّ� في المعادلة عن 

A
A

x x
x x dx x x dx

x x x C

هل يمكن حل م�ا� (5) بطريقة ��ر�.  a  5

x x
x x dx

2

2 4
3 2

23

-

- -# �وجد:   b

47
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20

نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) 2

1

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7)  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6

20

نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) 2

1

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5) 
x x

x
dx

2 5 3

17
2
+ -

+#  (6) 

(7)  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6
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نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) 2

1

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 
x x x

x
dx

6 9

6 25
3 2
- +

- +#

(7)  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6
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20

نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) 2

1

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7) 
x x

x x
dx

3

3 4 3
3 2

2

-

- +#  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6
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5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) 2

1

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7)  (8) 
( )x

x x
dx

3

3 22

2
-

+ +#

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
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نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) 2

1

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7)  (8) 

(9) 
x

x x
dx

1

2 3
2

2

-

+ +#  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1)  a  b

(2)  a  b

نْ تمرَّ
5-6
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20

نْ تمرَّ
5-4 التكامل با�ت�دا� الكسور الجزئ�ة

Integration Using Partial Fractions

المجموعة A تمارين مقال�ة

. في التمارين (4-1)، �وجد الكسور الجزئ�ةّ لكل دالة  f  مما يلي ثم �وجد 

(1) 5 3
2  (2) 2

1

(3) 12
10  (4) 2

1
3

2

في التمارين (11-5)، �وجد:

(5)  (6) 

(7)  (8) 

(9)  (10) 

(11) 
لنأخذ:   (12)

. q، حيث درجة  أصغر من درجة  x h x
r x f على صورة  x اكتب   (a)  

. h x
r x أوجد الكسور الجزئيةّ للحدودية النسبية   (b)  

. f x dx أوجد  (c)  

المجموعة B تمارين موضوع�ة
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ����ة و في التمارين (4-1)، �للّ الدائرة 

(1) ln ln
x x

dx
x x C

3 7

4
3 7

+ +
= + + + +

^ ^h h
#  a  b

(2) ln ln
x x

dx
x x C

3

6
2 3 22 +

+

-
= - + +#  a  b

نْ تمرَّ
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موضوعي

21

a  b  -( )f x
x x1 2 3
3 2

=
+ -

) على صورة كسور جزئية هي:  )f x
x x

x

2

4

3

11
2=
- -

- الدالة:   (3)

a  b  ثلاثة كسور جزئية. 
x x

x x

x2

2
3 2

2

- +

- + للحدودية النسبية:   (4)

في التمارين (10-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.

(5) dxx 9

6
2
-

=#

 a  ln lnx x C3 3+ - - +  b  ln lnx x C3 3- - + +^ ^h h

 c  ln lnx x C3 3+ + - +  d  ln lnx x C3 3- - + +

(6) dxx x
x
3 10

7 7
2
- -

-
=#

 a  ln lnx x C4 2 3 5+ + - +  b  ln lnx x C3 2 2 5+ + - +

 c  ln lnx x C4 5 3 2- + + +  d  ln lnx x C4 5 3 2- - + +

) تساوي: )f x ) على صورة كسور جزئية هي  )f x
x

x

42=
-

الدالة النسبية:   (7)

 a  x x2 2
11

-
+
+

 b  
( ) ( )x x2 2 2 2

11
-

+
+

 c  x x2 2
11

-
-
+

 d  
( ) ( )x x2 2 2 2

11
-

-
+

(8) x
x x dx2 4 3

12

2

-

- +
=#

 a  ln lnx x C2 2 1 2
9 1+ - - + +  b  ln lnx x C2

1 1 2
9 1- - + +

 c  ln lnx x x C2 2
1 1 2

9 1+ - - + +  d  ln lnx x x C2
1 1 9 1+ - - + +

(9) x
x x dx
4

3 2
2

2

-

+
=#

 a  ln lnx x C4 2 2 2- - + +  b  ln lnx x x C3 2 2 2 2+ - - - +

 c  ln lnx x x C3 4 2 2 2+ - - + +  d  ln lnx x x C3 4 2 2 2+ - + + +

(10)  x x
x dx

 a  x x x C  b  x x x x C

 c  x x x C  d  x x x x C


