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مثال 1

التكامل لمحدد
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التكامل الم�د�5-7
Definite Integral

سوف تتعلم
التكامل الم�د� والمساحة.•  
�واص التكامل الم�د�.•  
�اعدة القو� في �ورة التكامل.•  
 التعوي� في التكامل الم�د�.•  

المفر�ا� والم��ل�ا�:
تكامل م�د� •  

Definite Integral
تكامل بالتعوي� •  

 Integration by
 Substitution

معلومة:
f x dx �تابة  ع�د 

ي��� المت�يرّ x �لّ القيم من 
.b لى� a

5

y

x

4

4

3

3

2

2

1

1

f x
x

A

�ع�ا �فكر و�ت�ا�� 
� f ع�ى ال�ترة  x x لنعتبر 

من ال��ل الم�ابل� أوجد:
F الم�ت�ة الع��ية ل�دالة. x  a

F F F� ثم اح��  F  b
.A م�احة المنط�ة  c

ماذا تلاح��  d

Definite Integral التكامل الم�د� 
a وكا�ت الدالة F م�ت�ة ع��ية  b تع�مت فيما سب� إ�� إذا كا�ت f دالة متص�ة ع�ى 

ل�دالة f فإن الت�امل �ير الم�دد ل�دالة f هو:
f x dx F x C

ال��ي�ي:  العدد  وهو   b إلى   a من   f ل�دالة  الم�دد  الت�امل  تتع�م  سو�  البند  هذا  وفي 
( ) ( )F b F a-

a
( ) ( )f x dx f x dx=

bb

a

8 B## حي�: 
b

( )F x= a
6 @
( ) ( )F b F a= -

و��مّى a, b حدّي الت�امل� وال�واعد التي سب� ذكرها في الت�امل �ير الم�دد تطب� ع�ى 
الت�امل الم�دد.

.x x �لى  �وجد التكامل الم�د� للدالة:  من 
ال�ل:

f x dx x x dx

50
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سوف تتعلم
التكامل الم�د� والمساحة.•  
�واص التكامل الم�د�.•  
�اعدة القو� في �ورة التكامل.•  
 التعوي� في التكامل الم�د�.•  

المفر�ا� والم��ل�ا�:
تكامل م�د� •  

Definite Integral
تكامل بالتعوي� •  

 Integration by
 Substitution

معلومة:
f x dx �تابة  ع�د 

ي��� المت�يرّ x �لّ القيم من 
.b لى� a

5

y

x

4

4

3

3

2

2

1

1

f x
x

A

�ع�ا �فكر و�ت�ا�� 
� f ع�ى ال�ترة  x x لنعتبر 

من ال��ل الم�ابل� أوجد:
F الم�ت�ة الع��ية ل�دالة. x  a

F F F� ثم اح��  F  b
.A م�احة المنط�ة  c

ماذا تلاح��  d

Definite Integral التكامل الم�د� 
a وكا�ت الدالة F م�ت�ة ع��ية  b تع�مت فيما سب� إ�� إذا كا�ت f دالة متص�ة ع�ى 

ل�دالة f فإن الت�امل �ير الم�دد ل�دالة f هو:
f x dx F x C

ال��ي�ي:  العدد  وهو   b إلى   a من   f ل�دالة  الم�دد  الت�امل  تتع�م  سو�  البند  هذا  وفي 
F b F a

حي�: 

و��مّى a, b حدّي الت�امل� وال�واعد التي سب� ذكرها في الت�امل �ير الم�دد تطب� ع�ى 
الت�امل الم�دد.

.x 3= x �لى  2= - ) من  )x x xf 3 42
= - + �وجد التكامل الم�د� للدالة: 

ال�ل:
f x dx x x dx

50

x x dx2 23
7

2

2
- +^ h# �وجد:   1

Properties of the Definite Integral �واص التكامل الم�د� 

a ف�ن: b c I k I ��ا �ا�� f �الة مت�لة على الفترة 
1 f x dx 0 2 f x dx f x dx

3 k dx k b a 4 kf x dx k f x dx

5 f x dx f x dx f x dx

k ف�ن:  ��ا �ان  3 أ��:  لاح� في �ا�ية 

�وجد:
a dx b x dxπ

π

c x dx1 3 d x dx3
ال�ل:

a

b x dxπ

π
f x dx 0 �واص التكامل الم�د� 

c x dx x dx x dx1 3 1 3 1 3

d x dx x3 3 x dx x1

51

حاول أن تحل 1



3

SALAMA

خواص التكامل المحدد

x x dx �وجد:   1

Properties of the Definite Integral �واص التكامل الم�د� 

, ف�ن: , , ,a b c I k IR! ! ��ا �ا�� f �الة مت�لة على الفترة 
1 ( )f x dx 0

a

a

=# 2 ( ) ( )f x dx f x dx
b

a

a

b

= -# #

3 k dx k b a
a

b

= -^ h# 4 k ( ) ( )f x dx k f x dx
a

b

a

b

=# #

5 ( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b

= +# # #

dx b a
b

a
= -# k ف�ن:  1= ��ا �ان  3 أ��:  لاح� في �ا�ية 

�وجد:
a dx b x dxπ

π

c x dx1 3 d x dx3
ال�ل:

a

b x dxπ

π
f x dx 0 �واص التكامل الم�د� 

c x dx x dx x dx1 3 1 3 1 3

d x dx x3 3 x dx x1

51

x x dx �وجد:   1

Properties of the Definite Integral �واص التكامل الم�د� 

a ف�ن: b c I k I ��ا �ا�� f �الة مت�لة على الفترة 
1 f x dx 0 2 f x dx f x dx

3 k dx k b a 4 kf x dx k f x dx

5 f x dx f x dx f x dx

k ف�ن:  ��ا �ان  3 أ��:  لاح� في �ا�ية 

�وجد:
a dx

8

4

-

-

# b x dxπ

π

c x dx1 3^ d x dx3
ال�ل:

a

b x dxπ

π
f x dx 0 �واص التكامل الم�د� 

c x dx x dx x dx1 3 1 3 1 3

d x dx x3 3 x dx x1

51

x x dx �وجد:   1

Properties of the Definite Integral �واص التكامل الم�د� 

a ف�ن: b c I k I ��ا �ا�� f �الة مت�لة على الفترة 
1 f x dx 0 2 f x dx f x dx

3 k dx k b a 4 kf x dx k f x dx

5 f x dx f x dx f x dx

k ف�ن:  ��ا �ان  3 أ��:  لاح� في �ا�ية 

�وجد:
a dx b ( )cosx dx2

4

4

π

π
#

c x dx1 3 d x dx3
2 ` j

ال�ل:

a

b x dxπ

π
f x dx 0 �واص التكامل الم�د� 

c x dx x dx x dx1 3 1 3 1 3

d x dx x3 3 x dx x1

51

مثال 2

x x dx �وجد:   1

Properties of the Definite Integral �واص التكامل الم�د� 
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k ف�ن:  ��ا �ان  3 أ��:  لاح� في �ا�ية 

�وجد:
a dx b x dxπ

π

c x dx1 3 d x dx3
ال�ل:

a

b x dxπ

π
f x dx 0 �واص التكامل الم�د� 

c x dx x dx x dx1 3 1 3 1 3

d x dx x3 3 x dx x1
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x x dx �وجد:   1

Properties of the Definite Integral �واص التكامل الم�د� 

a ف�ن: b c I k I ��ا �ا�� f �الة مت�لة على الفترة 
1 f x dx 0 2 f x dx f x dx

3 k dx k b a 4 kf x dx k f x dx

5 f x dx f x dx f x dx

k ف�ن:  ��ا �ان  3 أ��:  لاح� في �ا�ية 

�وجد:
a dx b x dxπ

π

c x dx1 3
2

1

+ -
- ^ h# d x dx3

ال�ل:

a

b x dxπ

π
f x dx 0 �واص التكامل الم�د� 

c x dx x dx x dx1 3 1 3 1 3

d x dx x3 3 x dx x1

51
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x x dx �وجد:   1

Properties of the Definite Integral �واص التكامل الم�د� 

a ف�ن: b c I k I ��ا �ا�� f �الة مت�لة على الفترة 
1 f x dx 0 2 f x dx f x dx

3 k dx k b a 4 kf x dx k f x dx

5 f x dx f x dx f x dx

k ف�ن:  ��ا �ان  3 أ��:  لاح� في �ا�ية 

�وجد:
a dx b x dx

4
π

π

c x dx1 3 d e
e
x dx3 x

1

2

+` j#
ال�ل:

a

b x dxπ

π
f x dx 0 �واص التكامل الم�د� 

c x dx x dx x dx1 3 1 3 1 3

d x dx x3 3 x dx x1

51

حاول أن تحل 2

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a cscsin x x dx2

1
2

4

2

π

π
2

-a k# b dx

c ^ h d x
dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b 5 dx

3-

2
#

c d x
dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c x x dx2 3 2
3

- +
3
^ h# d x

dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52
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ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx
1

4

-2
#

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

كراسة التمارين

22

التكامل الم�د�
Definite Integral

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (7-1)، �وجد:
(1) ( )x x dx3 41

1
-

-
#  (2) ( )x dx1 2

0

2

+#  (3) x
x

dx1
12

0

4

+

-#

(4) 3
π

 (5) 2
8  (6) 

(7) 3 5

في التمارين (10-8)، �وجد:
(8) 2  (9)  (10) x x dx

في التمارين (13-11)، �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:

(11) 2 8 0  (12) 

(13) 

في التمارين (15-14)، استعن برسم بيان الدوا� لإيجا�:

(14) 9  (15) 25

في التمارين (19-16)، است�د� التعوي� الم�اس� ل�ساب التكامل.

(16) 1  (17) 

(18)  (19) 1
في التمارين (23-20)، �وجد:

(20)  (21) π

(22)  (23) 

في التمارين (26-24)، �وجد:
(24) 4

4  (25) 2 3
5 1  (26) 1

نْ تمرَّ
5-7
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22
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المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (7-1)، �وجد:
(1) 3 4  (2) 1  (3) 1

1

(4) cos dxx3
0

3
π

#  (5) dx
x

x

2
8

2

4

1

4 -#  (6) dxx x
1

0
#

(7) e dxx3 5
1

x
2

+` j#

في التمارين (10-8)، �وجد:
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في التمارين (13-11)، �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:
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(13) 

في التمارين (15-14)، استعن برسم بيان الدوا� لإيجا�:

(14) 9  (15) 25

في التمارين (19-16)، است�د� التعوي� الم�اس� ل�ساب التكامل.

(16) 1  (17) 

(18)  (19) 1
في التمارين (23-20)، �وجد:

(20)  (21) π

(22)  (23) 

في التمارين (26-24)، �وجد:
(24) 4

4  (25) 2 3
5 1  (26) 1

نْ تمرَّ
5-7
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مثال 3

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx

�وجد:
a x dx

2

3

-

# b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx

�وجد:
a x dx b 3x dx

0

5

-#

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

حاول أن تحل 3

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a x dx2 4

3

4

-
-
# b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52
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ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b x dx2

1

3

+#

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

كراسة التمارين

22

التكامل الم�د�
Definite Integral

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (7-1)، �وجد:
(1) 3 4  (2) 1  (3) 1

1

(4) 3  (5) 2
8  (6) 

(7) 3 5

في التمارين (10-8)، �وجد:
(8) x dx23

-
-1
#  (9) x dx3

1

1

-
#  (10) x x dx3

2

3

+
-

^ h#

في التمارين (13-11)، �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:

(11) 2 8 0  (12) 

(13) 

في التمارين (15-14)، استعن برسم بيان الدوا� لإيجا�:

(14) 9  (15) 25

في التمارين (19-16)، است�د� التعوي� الم�اس� ل�ساب التكامل.

(16) 1  (17) 

(18)  (19) 1
في التمارين (23-20)، �وجد:

(20)  (21) π

(22)  (23) 

في التمارين (26-24)، �وجد:
(24) 4

4  (25) 2 3
5 1  (26) 1

نْ تمرَّ
5-7
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ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

,a b6 لتكن f �الة مت�لة على @
( ) ,f x x a b0 6H ! 6 ��ا �ا��: @  6

( )f x dx 0
a

b

H# ف�ن: 
( ) ,f x x a b0 6 !G 6 ��ا �ا��: @  7

( )f x dx 0
a

b

G# ف�ن: 

52
0xمثال 4 x dx2

3

5

H+^ h# �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن: 
ال�ل:

f x x x بفر�
وهي �الة مت�لة على 

x x ��ع
x x

+ -
0

+

f x x

x x x

x x dx

x x dx �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:   4

f x g x x a b a و�ا��:  b f مت�لتين على  g لتكن الدالتين   8

f x g x ف�ن: 

x dx x dx �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن: 
ال�ل:

f x x g x x �فر� �ن 
وهما �التان مت�لتان على 

f x g x x x �وجد
x x
x x

x x  ��ع

53

x x dx �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن: 
ال�ل:

f x x x بفر�
وهي �الة مت�لة على 

x x ��ع
x x

+ -
0

+

f x x

x x x

x x dx

0x x dx2

1

0

G+
-

^ h# �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:   4

f x g x x a b a و�ا��:  b f مت�لتين على  g لتكن الدالتين   8

f x g x ف�ن: 

x dx x dx �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن: 
ال�ل:

f x x g x x �فر� �ن 
وهما �التان مت�لتان على 

f x g x x x �وجد
x x
x x

x x  ��ع

53

حاول أن تحل 4
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x x dx �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن: 
ال�ل:

f x x x بفر�
وهي �الة مت�لة على 

x x ��ع
x x

+ -
0

+

f x x

x x x

x x dx

x x dx �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:   4

( ) ( ) ,f x g x x a b6G ! 6 a, و�ا��: @ b6 f, مت�لتين على @ g لتكن الدالتين   8

( ) ( )dx dxf x g x
a

b

a

b

G# # ف�ن: 

x dx x dx �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن: 
ال�ل:

f x x g x x �فر� �ن 
وهما �التان مت�لتان على 

f x g x x x �وجد
x x
x x

x x  ��ع

53

22

التكامل الم�د�
Definite Integral

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (7-1)، �وجد:
(1) 3 4  (2) 1  (3) 1

1

(4) 3  (5) 2
8  (6) 

(7) 3 5

في التمارين (10-8)، �وجد:
(8) 2  (9)  (10) x x dx

في التمارين (13-11)، �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:

(11) ( )x x dx2 8 02

4

2

#+ -
-
#  (12) 

(13) 

في التمارين (15-14)، استعن برسم بيان الدوا� لإيجا�:

(14) 9  (15) 25

في التمارين (19-16)، است�د� التعوي� الم�اس� ل�ساب التكامل.

(16) 1  (17) 

(18)  (19) 1
في التمارين (23-20)، �وجد:

(20)  (21) π

(22)  (23) 

في التمارين (26-24)، �وجد:
(24) 4

4  (25) 2 3
5 1  (26) 1

نْ تمرَّ
5-7

كراسة التمارين

b ac

f وحيدة الإشارة وب��� �يمة ا�تيارية �جد �ن x g x    � توجد للمعا�لة ج�ور حقيقية 
f x g x x
f x g x x �� �ن: 
x x x
x x

�ا�ية

x dx x dx1 1 �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:   5

Graphical Interpretation of Definite Integral التفسير البيا�ي للتكامل الم�د� 

a

y

xb

A

f
 ، ,a b6 في المستو� الإحداثي لتكن f �الة مت�لة على @

A تم�ل مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� 
x a=      ,     x b= والمستقيمين 

( ) ,f x x a b0 6H ! 6 @ 1 ��ا �ا��:  
( )f x dx A

b

a
=# ف�ن:

( ) ,f x x a b0 6G ! 6 @ 2 ��ا �ا��: 

y

x

a b

A

f

 ( )f x dx A
a

b

= -# ف�ن:

.x x ، وم�ور السي�ا�، والمستقيمين  f x �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بين م���ى الدالة   a
ت�ق� بيا�ي�ا.  b

ال�ل:
a  f x

f x x
A f x dx سالبة على  f

54

التفسير البياني للتكامل المحدد
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b ac

f وحيدة الإشارة وب��� �يمة ا�تيارية �جد �ن x g x    � توجد للمعا�لة ج�ور حقيقية 
f x g x x
f x g x x �� �ن: 
x x x
x x

�ا�ية

x dx x dx1 1 �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:   5

Graphical Interpretation of Definite Integral التفسير البيا�ي للتكامل الم�د� 

a

y

xb

A

f
 ، a b في المستو� الإحداثي لتكن f �الة مت�لة على 

A تم�ل مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� 
x a      ,     x b والمستقيمين 

f x x a b 1 ��ا �ا��:  
f x dx A ف�ن:

f x x a b 2 ��ا �ا��: 

y

x

a b

A

f

 f x dx A ف�ن:

. ,x x4 2= = - ، وم�ور السي�ا�، والمستقيمين  ( )f x 3= - �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بين م���ى الدالة   a
ت�ق� بيا�ي�ا.  b

ال�ل:
a  f x

f x x
A f x dx سالبة على  f

54

مثال 6

حاول أن تحل6

dx f x

dx

ت�ق� بيا�ي�ا:  b
y

x

-2

-3

4

مساحة الم��قة تساو� مساحة المست�يل ال�� بعدي� 3، 6 (وحدة �و�) 
unitsA

x بيا�ي�ا. dx2 2
5

-
1
^ h# �وجد �يمة   6

�وجد:
a  x dx  b x dx

ال�ل:
a  x dx

y x  :����
y x
x y

y

x2
-1

-1

1

1

2

-2

-2

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و��ف ��رها 2 وحدة �و�. 
y تم�ل معا�لة ال��ف العلو� للدائرة x والدالة: 

x dx مساحة الم��قة الم�للة 

x dx π
π

55

dx f x

dx

ت�ق� بيا�ي�ا:  b
y

x

-2

-3

4

مساحة الم��قة تساو� مساحة المست�يل ال�� بعدي� 3، 6 (وحدة �و�) 
unitsA

�وجد �يمة  بيا�ي�ا.  6

�وجد:
a  x dx  b x dx

ال�ل:
a  x dx

y x  :����
y x
x y

y

x2
-1

-1

1

1

2

-2

-2

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و��ف ��رها 2 وحدة �و�. 
y تم�ل معا�لة ال��ف العلو� للدائرة x والدالة: 

x dx مساحة الم��قة الم�للة 

x dx π
π

55

dx f x

dx

ت�ق� بيا�ي�ا:  b
y

x

-2

-3

4

مساحة الم��قة تساو� مساحة المست�يل ال�� بعدي� 3، 6 (وحدة �و�) 
unitsA

�وجد �يمة  بيا�ي�ا.  6

�وجد:
a  x dx  b x dx

ال�ل:
a  x dx

y x  :����
y x
x y

y

x2
-1

-1

1

1

2

-2

-2

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و��ف ��رها 2 وحدة �و�. 
y تم�ل معا�لة ال��ف العلو� للدائرة x والدالة: 

x dx مساحة الم��قة الم�للة 

x dx π
π

55
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dx f x

dx

ت�ق� بيا�ي�ا:  b
y

x

-2

-3

4

مساحة الم��قة تساو� مساحة المست�يل ال�� بعدي� 3، 6 (وحدة �و�) 
unitsA

�وجد �يمة  بيا�ي�ا.  6

�وجد:
a  x dx  b x dx

ال�ل:
a  x dx

y x  :����
y x
x y

y

x2
-1

-1

1

1

2

-2

-2

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و��ف ��رها 2 وحدة �و�. 
y تم�ل معا�لة ال��ف العلو� للدائرة x والدالة: 

x dx مساحة الم��قة الم�للة 

x dx π
π

55

مثال 7

dx f x

dx

ت�ق� بيا�ي�ا:  b
y

x

-2

-3

4

مساحة الم��قة تساو� مساحة المست�يل ال�� بعدي� 3، 6 (وحدة �و�) 
unitsA

�وجد �يمة  بيا�ي�ا.  6

�وجد:
a  x dx4 2

2

2

-
-
#  b x dx

ال�ل:
a  x dx

y x  :����
y x
x y

y

x2
-1

-1

1

1

2

-2

-2

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و��ف ��رها 2 وحدة �و�. 
y تم�ل معا�لة ال��ف العلو� للدائرة x والدالة: 

x dx مساحة الم��قة الم�للة 

x dx π
π

55

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

dx f x

dx

ت�ق� بيا�ي�ا:  b
y

x

-2

-3

4

مساحة الم��قة تساو� مساحة المست�يل ال�� بعدي� 3، 6 (وحدة �و�) 
unitsA

�وجد �يمة  بيا�ي�ا.  6

�وجد:
a  x dx  b x dx9 2

0

3

- -#
ال�ل:

a  x dx
y x  :����
y x
x y

y

x2
-1

-1

1

1

2

-2

-2

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و��ف ��رها 2 وحدة �و�. 
y تم�ل معا�لة ال��ف العلو� للدائرة x والدالة: 

x dx مساحة الم��قة الم�للة 

x dx π
π

55

b  x dx
y x  :����
y x
x yy

x-1
-1

1

1

2

2 3-2

-2

-3

-3

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و�و� ��ف ��رها 3 وحدا� �و�. 
x تم�ل معا�لة ال��ف السفلي للدائرة والدالة 

فيكون:
x dx A

π
π

�وجد:  7
a  x dx  b x dx

تع�مت في البنود ال�اب�ة �رائ� عدة ��جاد الت�امل �ير الم�دد من�ا الت�امل بالتعو�ض والت�امل بالتجزيء والت�امل 
ا في إ�جاد الت�املات الم�ددة. بال��ور الجزئية. وت�تخدم هذ� الطرائ� أ���
و�ج� مراعاة ما ��ي عند استخدام �ر��ة التعو�ض في إ�جاد الت�امل الم�دد:

f g x g x dx
u g x du g x dx بفر� 

u ب�ي� ��ون: g b u إلى  g a ثم كامل بالن�بة ل� u من 

f g x g x dx f u

x x dx
π

�وجد: 
ال�ل:

u x du xdx
u x ف�ن  ع�دما 
u π x ف�ن  π ع�دما 

56



13

SALAMA

b  x dx
y x  :����
y x
x yy

x-1
-1

1

1

2

2 3-2

-2

-3

-3

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و�و� ��ف ��رها 3 وحدا� �و�. 
x تم�ل معا�لة ال��ف السفلي للدائرة والدالة 

فيكون:
x dx A

π
π

�وجد:  7
a  x dx25 2

5

5

-
-
#  b x dx

تع�مت في البنود ال�اب�ة �رائ� عدة ��جاد الت�امل �ير الم�دد من�ا الت�امل بالتعو�ض والت�امل بالتجزيء والت�امل 
ا في إ�جاد الت�املات الم�ددة. بال��ور الجزئية. وت�تخدم هذ� الطرائ� أ���
و�ج� مراعاة ما ��ي عند استخدام �ر��ة التعو�ض في إ�جاد الت�امل الم�دد:

f g x g x dx
u g x du g x dx بفر� 

u ب�ي� ��ون: g b u إلى  g a ثم كامل بالن�بة ل� u من 

f g x g x dx f u

x x dx
π

�وجد: 
ال�ل:

u x du xdx
u x ف�ن  ع�دما 
u π x ف�ن  π ع�دما 

56

حاول ان تحل 7

ت��ر:

x
x x

x
x x

�وجد:  2
a x x dxπ

π
b dx

c d x
dx

�وجد:
a x dx b x dx

ال�ل:
a x dx x dx x dx

x dx x dx

b x dx x dx x dx3 3 3

x dx x dx

�وجد:  3
a b

a b لتكن f �الة مت�لة على 
f x x a b ��ا �ا��:   6

f x dx ف�ن: 
f x x a b ��ا �ا��:   7

f x dx ف�ن: 

52

b  x dx
y x  :����
y x
x yy

x-1
-1

1

1

2

2 3-2

-2

-3

-3

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و�و� ��ف ��رها 3 وحدا� �و�. 
x تم�ل معا�لة ال��ف السفلي للدائرة والدالة 

فيكون:
x dx A

π
π

�وجد:  7
a  x dx  b x dx16 2

0

4

- -#

تع�مت في البنود ال�اب�ة �رائ� عدة ��جاد الت�امل �ير الم�دد من�ا الت�امل بالتعو�ض والت�امل بالتجزيء والت�امل 
ا في إ�جاد الت�املات الم�ددة. بال��ور الجزئية. وت�تخدم هذ� الطرائ� أ���
و�ج� مراعاة ما ��ي عند استخدام �ر��ة التعو�ض في إ�جاد الت�امل الم�دد:

f g x g x dx
u g x du g x dx بفر� 

u ب�ي� ��ون: g b u إلى  g a ثم كامل بالن�بة ل� u من 

f g x g x dx f u

x x dx
π

�وجد: 
ال�ل:

u x du xdx
u x ف�ن  ع�دما 
u π x ف�ن  π ع�دما 

56
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كراسة التمارين

22

التكامل الم�د�
Definite Integral

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (7-1)، �وجد:
(1) 3 4  (2) 1  (3) 1

1

(4) 3  (5) 2
8  (6) 

(7) 3 5

في التمارين (10-8)، �وجد:
(8) 2  (9)  (10) x x dx

في التمارين (13-11)، �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:

(11) 2 8 0  (12) 

(13) 

في التمارين (15-14)، استعن برسم بيان الدوا� لإيجا�:

(14) x dx93
2

3
-

-
#  (15) x dx25 2

5

0

- -
-
#

في التمارين (19-16)، است�د� التعوي� الم�اس� ل�ساب التكامل.

(16) 1  (17) 

(18)  (19) 1
في التمارين (23-20)، �وجد:

(20)  (21) π

(22)  (23) 

في التمارين (26-24)، �وجد:
(24) 4

4  (25) 2 3
5 1  (26) 1

نْ تمرَّ
5-7

b  x dx
y x  :����
y x
x yy

x-1
-1

1

1

2

2 3-2

-2

-3

-3

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و�و� ��ف ��رها 3 وحدا� �و�. 
x تم�ل معا�لة ال��ف السفلي للدائرة والدالة 

فيكون:
x dx A

π
π

�وجد:  7
a  x dx  b x dx

تع�مت في البنود ال�اب�ة �رائ� عدة ��جاد الت�امل �ير الم�دد من�ا الت�امل بالتعو�ض والت�امل بالتجزيء والت�امل 
ا في إ�جاد الت�املات الم�ددة. بال��ور الجزئية. وت�تخدم هذ� الطرائ� أ���
و�ج� مراعاة ما ��ي عند استخدام �ر��ة التعو�ض في إ�جاد الت�امل الم�دد:

f g x g x dx
u g x du g x dx بفر� 

u ب�ي� ��ون: g b u إلى  g a ثم كامل بالن�بة ل� u من 

f g x g x dx f u

x x dx
π

�وجد: 
ال�ل:

u x du xdx
u x ف�ن  ع�دما 
u π x ف�ن  π ع�دما 

56
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b  x dx
y x  :����
y x
x yy

x-1
-1

1

1

2

2 3-2

-2

-3

-3

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و�و� ��ف ��رها 3 وحدا� �و�. 
x تم�ل معا�لة ال��ف السفلي للدائرة والدالة 

فيكون:
x dx A

π
π

�وجد:  7
a  x dx  b x dx

تع�مت في البنود ال�اب�ة �رائ� عدة ��جاد الت�امل �ير الم�دد من�ا الت�امل بالتعو�ض والت�امل بالتجزيء والت�امل 
ا في إ�جاد الت�املات الم�ددة. بال��ور الجزئية. وت�تخدم هذ� الطرائ� أ���
و�ج� مراعاة ما ��ي عند استخدام �ر��ة التعو�ض في إ�جاد الت�امل الم�دد:

f g x g x dx
u g x du g x dx بفر� 

u ب�ي� ��ون: g b u إلى  g a ثم كامل بالن�بة ل� u من 

f g x g x dx f u

x x dx
π

�وجد: 
ال�ل:

u x du xdx
u x ف�ن  ع�دما 
u π x ف�ن  π ع�دما 

56

b  x dx
y x  :����
y x
x yy

x-1
-1

1

1

2

2 3-2

-2

-3

-3

وهي معا�لة �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل و�و� ��ف ��رها 3 وحدا� �و�. 
x تم�ل معا�لة ال��ف السفلي للدائرة والدالة 

فيكون:
x dx A

π
π

�وجد:  7
a  x dx  b x dx

تع�مت في البنود ال�اب�ة �رائ� عدة ��جاد الت�امل �ير الم�دد من�ا الت�امل بالتعو�ض والت�امل بالتجزيء والت�امل 
ا في إ�جاد الت�املات الم�ددة. بال��ور الجزئية. وت�تخدم هذ� الطرائ� أ���
و�ج� مراعاة ما ��ي عند استخدام �ر��ة التعو�ض في إ�جاد الت�امل الم�دد:

f g x g x dx
u g x du g x dx بفر� 

u ب�ي� ��ون: g b u إلى  g a ثم كامل بالن�بة ل� u من 

f g x g x dx f u

tan secx x dx2

0

π
4# �وجد: 

ال�ل:
u x du xdx

u x ف�ن  ع�دما 
u π x ف�ن  π ع�دما 

56

مثال 8

x x dx udu
u
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مثال 11

حاول ان تحل 11

x x
x dx
4 3

2 8
2

1

5

+ +

+# �وجد: 
ال�ل:

�وجد الكسور الجزئية للدالة ال�دو�ية ال�سبية

ف�كت�:

B 1  ،A x ف�جد على الترتي�  x و 1 x و�عوّ�  x1 3 ��رب �رفي المعا�لة ب� 

f x xx 1
3

3
1 وبالتالي:

x x
x dx x x dx وم��:

x
dx

x
dx3 1 3

x x13 3

x x
x dx6
3 17 �وجد:   11

59

x x
x dx �وجد: 

ال�ل:
�وجد الكسور الجزئية للدالة ال�دو�ية ال�سبية
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f x xx 1
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1 وبالتالي:

x x
x dx x x dx وم��:

x
dx

x
dx3 1 3

x x13 3

x x
x dx6
3 17
2

2

4

7

- -

-# �وجد:   11
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كراسة التمارين

22

التكامل الم�د�
Definite Integral

المجموعة A تمارين مقالية
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(1) 3 4  (2) 1  (3) 1

1

(4) 3  (5) 2
8  (6) 

(7) 3 5

في التمارين (10-8)، �وجد:
(8) 2  (9)  (10) x x dx

في التمارين (13-11)، �ون حساب �يمة التكامل �ثب� �ن:

(11) 2 8 0  (12) 

(13) 

في التمارين (15-14)، استعن برسم بيان الدوا� لإيجا�:

(14) 9  (15) 25

في التمارين (19-16)، است�د� التعوي� الم�اس� ل�ساب التكامل.

(16) 1  (17) 

(18)  (19) 1
في التمارين (23-20)، �وجد:

(20)  (21) π

(22)  (23) 

في التمارين (26-24)، �وجد:
(24) 4

4  (25) 2 3
5 1  (26) 1

نْ تمرَّ
5-7
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موضوعي

23

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (7-1)، �للّ الدائرة 

(1) sin cosx dx x dx 20

22 2

2

0
π

- =

π

π
# #  a  b

(2) x x dx5 2
3

2

+ + = -
-

-
^ h#  a  b

(3) x dx 2
1

1

31

=-
-
^ h#  a  b

(4) x dx12 3 2 15
3

1

0
- = -^ h#  a  b

(5) 1 1 1 a  b

(6) 0 a  b

(7) 0 a  b

في التمارين (12-8)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.
إذا كان:  فإن  ت�اوي:  (8)

 a  18 b   c  6 d  12

(9) 2

 a  2 b   c  4 d  8

(10)  1

  a  1 b   c  0 d  

(11)  π
π

  a  4 b  2 c  0 d  

لت�ن:  فإن: 0 ل�ل �يم a تنتمي إلى:  (12)

 a   b   c   d  
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في التمارين (26-24)، �وجد:
(24) 4

4  (25) 2 3
5 1  (26) 

x
dx

x

11
2

23

+^ h#

نْ تمرَّ
5-7
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23

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (7-1)، �للّ الدائرة 

(1) 2  a  b

(2)  a  b

(3) 2
1  a  b

(4)  a  b

(5) x dx
1 1 11

2

1 π
- =

-
#  a  b

(6) ( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx 03 25

2 53
+ - =# ##  a  b

(7) ( ) ( )f x dx g x dx 04 2

2 4
+ =# #  a  b

في التمارين (12-8)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.
) ت�اوي: ) ( )f x g x dx2 3 1

1

3

+ +
-
^ h# ) فإن  ) , ( )f x dx g x dx4 2

1

3

3

1

= =
-

-

# # إذا كان:   (8)

 a  18 b  6-  c  6 d  12

(9) dx2
2

18

=#

 a  2 b  2 2  c  4 d  8

(10)  x dx1
1

1

- =
-
^ h#

  a  1 b  1-  c  0 d  
2
1

(11)  sin cosx x dx
2

2

π
π

+ =
-
^ h#

  a  4 b  2 c  0 d  π

) ل�ل �يم a تنتمي إلى: )f x dx 0
a

a

2
-

# ) فإن:  )f x x 52
= + لت�ن:   (12)

 a  R R-
- b  R R-

+ c  R- d  R+

24

في التمارين (15-13)، لدي� �ائمتان، ا�تر من القائمة (2) ما ي�اس� �ل تمرين من القائمة (1) لت��ل على عبارة ��ي�ة.

1

-1
-1

-2

-2-3-4 1

2

2 3

3
y

x4

إذا كان بيان الدالة f كما في ال��ل الم�ابل� فإن: 

(1)(2) 

) ��اوي: )f x dx
4

3

-
#  (13)

م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى   (14)
الدالة f وم�ور ال�ينات هي:
) ��اوي: )f x dx

6
1

4

1

+
-

-

` j#  (15)

a  6
b  5
c  0
d  3
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الوحدة السادسة

تطبيقات التكامل

المساحات في المستوي

المساحا� في المستو�
Areas in the Plane

سوف تتعلم
المساحة بين الم���يا�. •
 المساحة الم�د�ة بين  •

م���يا� متقا�عة.
القيم الم�د�ة لدوا� مت�يرّة. •

المفر�ا� والم��ل�ا�:
 مساحة م��قة م�د�ة بين  •

م���يين
Area Enclosed
between Two Curves  

 المساحة الم�د�ة بين م���يا�  •
متقا�عة 

 Area Enclosed by  
Intersecting Curves  

وحدة مربعة  •
Unit Squared

ت��ر:
���ا �تعامل مع �وا� مت�لة 

على فترا� معي�ة.

y
5

1

1-1-2

2

2

3

3

4

x

f x x x

A

A

�ع�ا �فكر و�ت�ا�� 
f x x x :  f الدالة   من�نى  المجاور  ال��ل  في 

. في ال�ترة 
. f x dx أوجد:    1

A الم�ددة بمن�نى  A اح�� م�احة كل من المنط�تين    2
x x الدالة f  وم�ور ال�ينات والم�ت�يمين 

. 1  , 2 �ارن بين ما حص�ت ع�ي� في   3

,a b6 f وم�ور السي�ا� في الفترة @ �وً�: مساحة م��قة م�د�ة بم���ى الدالة 
a, ف�ن مساحة الم��قة A الم�د�ة بم���ى  b6 علم�ا من �راست�ا السابقة ��� ��ا �ا��  f  �الة مت�لة على @

,x a x b= = الدالة  f  وم�ور السي�ا� والمستقيمين 

( ) [ ]f x 0 x ,a b6H ! ��ا �ا��: 
( )A f x dx

a

b

= # ف�ن 
( ) [ ]f x 0 x ,a b6 !G ��ا �ا��: 

( )A f x dx
a

b

= - # ف�ن 

y

2

2-2
-2

4

4

6

6

8

x

f x x x

f x x x يبينّ الشكل المقابل بيان الدالة: 
�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة وم�ور السي�ا� 

x x والمستقيمين 
ال�ل:

من الشكل:
f x x

A f x dx x x dx
x x x

 units square

6-1

66

المساحا� في المستو�
Areas in the Plane

سوف تتعلم
المساحة بين الم���يا�. •
 المساحة الم�د�ة بين  •

م���يا� متقا�عة.
القيم الم�د�ة لدوا� مت�يرّة. •

المفر�ا� والم��ل�ا�:
 مساحة م��قة م�د�ة بين  •

م���يين
Area Enclosed
between Two Curves  

 المساحة الم�د�ة بين م���يا�  •
متقا�عة 

 Area Enclosed by  
Intersecting Curves  

وحدة مربعة  •
Unit Squared

ت��ر:
���ا �تعامل مع �وا� مت�لة 

على فترا� معي�ة.

y
5

1

1-1-2

2

2

3

3

4

x

f x x x

A

A

�ع�ا �فكر و�ت�ا�� 
f x x x :  f الدالة   من�نى  المجاور  ال��ل  في 

. في ال�ترة 
. f x dx أوجد:    1

A الم�ددة بمن�نى  A اح�� م�احة كل من المنط�تين    2
x x الدالة f  وم�ور ال�ينات والم�ت�يمين 

. 1  , 2 �ارن بين ما حص�ت ع�ي� في   3

a b f وم�ور السي�ا� في الفترة  �وً�: مساحة م��قة م�د�ة بم���ى الدالة 
a ف�ن مساحة الم��قة A الم�د�ة بم���ى  b علم�ا من �راست�ا السابقة ��� ��ا �ا��  f  �الة مت�لة على 

x a x b الدالة  f  وم�ور السي�ا� والمستقيمين 

��ا �ا��: 
A f x dx ف�ن 

��ا �ا��: 
A f x dx ف�ن 

y

2

2-2
-2

4

4

6

6

8

x

f x x x

( )f x x x4 42
= + - يبينّ الشكل المقابل بيان الدالة: 

�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة وم�ور السي�ا� 
,x x2 5= = والمستقيمين 

ال�ل:
من الشكل:

f x x

A f x dx x x dx
x x x

 units square

6-1

66

مثال 1
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حاول أن تحل 1

1 4x , x-= = في م�ا� (1) �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� والمستقيمين    1

f وم�ور السي�ا�. x x x  :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�
ال�ل:

�وجد الإحداثيا� السي�ية ل�قا� تقا�ع م���ى الدالة f  مع م�ور السي�ا� بوضع

x x    �و    

0 3
�ب�� هل  �و  في [3 , 0]

A f x dx    المساحة: 

x x dx
x x

 units square

f وم�ور السي�ا�. x x x   :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�  2

x لاح�ت في ف�رة «دعنا ���ر و�تنا��» أن الدالة  f  ت�طع م�ور ال�ينات عند 
حي�  تم ت��يم ال�ترة ل��ا� م�احة المنط�ة المط�وبة وال�اعدة التالية تو�� ذل�:

لت�ن  f  دالة متص�ة ع�ى ال�ترة   �  حي� 
فإن م�احة المنط�ة الم�تو�ة الم�ددة بمن�نى الدالة  f  وم�ور ال�ينات في ال�ترة  هي:

 (a , b) تنتمي إلى c c c وهذ� ال�اعدة ��ي�ة عند وجود: 
حي� 

67

في م�ا� (1) �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� والمستقيمين    1

) وم�ور السي�ا�. )f x x x32
= -  :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�

ال�ل:
�وجد الإحداثيا� السي�ية ل�قا� تقا�ع م���ى الدالة f  مع م�ور السي�ا� بوضع

x x    �و    

0 3
�ب�� هل  �و  في [3 , 0]

A f x dx    المساحة: 

x x dx
x x

 units square

f وم�ور السي�ا�. x x x   :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�  2

x لاح�ت في ف�رة «دعنا ���ر و�تنا��» أن الدالة  f  ت�طع م�ور ال�ينات عند 
حي�  تم ت��يم ال�ترة ل��ا� م�احة المنط�ة المط�وبة وال�اعدة التالية تو�� ذل�:

لت�ن  f  دالة متص�ة ع�ى ال�ترة   �  حي� 
فإن م�احة المنط�ة الم�تو�ة الم�ددة بمن�نى الدالة  f  وم�ور ال�ينات في ال�ترة  هي:

 (a , b) تنتمي إلى c c c وهذ� ال�اعدة ��ي�ة عند وجود: 
حي� 

67

مثال 2
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حاول أن تحل 2

في م�ا� (1) �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� والمستقيمين    1

f وم�ور السي�ا�. x x x  :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�
ال�ل:

�وجد الإحداثيا� السي�ية ل�قا� تقا�ع م���ى الدالة f  مع م�ور السي�ا� بوضع

x x    �و    

0 3
�ب�� هل  �و  في [3 , 0]

A f x dx    المساحة: 

x x dx
x x

 units square

) وم�ور السي�ا�. )f x x x5 42
= + +   :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�  2

x لاح�ت في ف�رة «دعنا ���ر و�تنا��» أن الدالة  f  ت�طع م�ور ال�ينات عند 
حي�  تم ت��يم ال�ترة ل��ا� م�احة المنط�ة المط�وبة وال�اعدة التالية تو�� ذل�:

لت�ن  f  دالة متص�ة ع�ى ال�ترة   �  حي� 
فإن م�احة المنط�ة الم�تو�ة الم�ددة بمن�نى الدالة  f  وم�ور ال�ينات في ال�ترة  هي:

 (a , b) تنتمي إلى c c c وهذ� ال�اعدة ��ي�ة عند وجود: 
حي� 

67

في م�ا� (1) �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� والمستقيمين    1

f وم�ور السي�ا�. x x x  :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�
ال�ل:

�وجد الإحداثيا� السي�ية ل�قا� تقا�ع م���ى الدالة f  مع م�ور السي�ا� بوضع

x x    �و    

0 3
�ب�� هل  �و  في [3 , 0]

A f x dx    المساحة: 

x x dx
x x

 units square

f وم�ور السي�ا�. x x x   :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�  2

x لاح�ت في ف�رة «دعنا ���ر و�تنا��» أن الدالة  f  ت�طع م�ور ال�ينات عند 
حي�  تم ت��يم ال�ترة ل��ا� م�احة المنط�ة المط�وبة وال�اعدة التالية تو�� ذل�:

( ) 0f c = ) حي�  )a , bc!  � ,a b6 لت�ن  f  دالة متص�ة ع�ى ال�ترة  @
a, هي: b6 فإن م�احة المنط�ة الم�تو�ة الم�ددة بمن�نى الدالة  f  وم�ور ال�ينات في ال�ترة @

( ) ( )A x x x xf d f d
a

c

c

b

+= # #

 (a , b) تنتمي إلى c c c وهذ� ال�اعدة ��ي�ة عند وجود: 
حي� 

67

مثال 3

�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� في الفترة المبي�ة.
a , 1 , 2

3
( )f x x x43

-= - : D

b  π πf x sin 8 B

ال�ل:
a f x x x

شكل توضي�ي

y

1

1-1
-1

-2

-2

-3

2

3

2 x

�وجد �يم x ب�ي�                     

x   الم���ى يق�ع م�ور السي�ا� ع�د 
فتكون مساحة الم��قة A �ما يلي:

A f x dx f x dx

x x dx x x dx

x x x x

(وحدة مربعة)  

68
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�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� في الفترة المبي�ة.
a f x x x : D

b  , 2 , 2( )
π πf x sin -= x 8 B

ال�ل:
a f x x x

شكل توضي�ي

y

1

1-1
-1

-2

-2

-3

2

3

2 x

�وجد �يم x ب�ي�                     

x   الم���ى يق�ع م�ور السي�ا� ع�د 
فتكون مساحة الم��قة A �ما يلي:

A f x dx f x dx

x x dx x x dx

x x x x

(وحدة مربعة)  

68

حاول أن تحل 3

b  π πf x

y

x
2
π

- 2
π

 π π �رسم م���ى الدالة  f : �لاح� ��� في الفترة  
x f ع�د  x ت�قسم الم��قة الم�لوبة �لى م��قتين حي� 

فتكون مساحة الم��قة الم�لوبة �ما يلي:  

A f x dx f x dxπ
π

x xπ
π

(وحدة مربعة) 

�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� في الفترة المبي�ة.  3
a  f x x x

b  πf x

a b ثا�يًا: مساحة م��قة م�د�ة بم���يي �التين في الفترة 

مساحة م��قة م�د�ة بين م���يين
، حي� a b ��ا �ا�� �ل من  متّ�لتين على الفترة 
f x g x x a b

x هي: b x a ف�ن مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي الدالتين  والمستقيمين 

A f x g x dx

69

b  π πf x

y

xπ π

 π π �رسم م���ى الدالة  f : �لاح� ��� في الفترة  
x f ع�د  x ت�قسم الم��قة الم�لوبة �لى م��قتين حي� 

فتكون مساحة الم��قة الم�لوبة �ما يلي:  

A f x dx f x dxπ
π

x xπ
π

(وحدة مربعة) 

�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� في الفترة المبي�ة.  3
a  2 , 1( ) ,f x x x93

-= - 6 @
b  πf x 6 @

a b ثا�يًا: مساحة م��قة م�د�ة بم���يي �التين في الفترة 

مساحة م��قة م�د�ة بين م���يين
، حي� a b ��ا �ا�� �ل من  متّ�لتين على الفترة 
f x g x x a b

x هي: b x a ف�ن مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي الدالتين  والمستقيمين 

A f x g x dx

69

b  π πf x

y

xπ π

 π π �رسم م���ى الدالة  f : �لاح� ��� في الفترة  
x f ع�د  x ت�قسم الم��قة الم�لوبة �لى م��قتين حي� 

فتكون مساحة الم��قة الم�لوبة �ما يلي:  

A f x dx f x dxπ
π

x xπ
π

(وحدة مربعة) 

�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� في الفترة المبي�ة.  3
a  f x x x 6 @
b  , 0 ,( ) πcosf x = x 6 @

a b ثا�يًا: مساحة م��قة م�د�ة بم���يي �التين في الفترة 

مساحة م��قة م�د�ة بين م���يين
، حي� a b ��ا �ا�� �ل من  متّ�لتين على الفترة 
f x g x x a b

x هي: b x a ف�ن مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي الدالتين  والمستقيمين 

A f x g x dx

69
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b  π πf x

y

xπ π

 π π �رسم م���ى الدالة  f : �لاح� ��� في الفترة  
x f ع�د  x ت�قسم الم��قة الم�لوبة �لى م��قتين حي� 

فتكون مساحة الم��قة الم�لوبة �ما يلي:  

A f x dx f x dxπ
π

x xπ
π

(وحدة مربعة) 

�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة  f  وم�ور السي�ا� في الفترة المبي�ة.  3
a  f x x x

b  πf x

,a b6 ثا�يًا: مساحة م��قة م�د�ة بم���يي �التين في الفترة @

مساحة م��قة م�د�ة بين م���يين
، حي� ,a b6 f, متّ�لتين على الفترة @ g ��ا �ا�� �ل من 
( ) ( ) ,f x g x x a b6H ! 6 @

x, هي: b x a= = f, والمستقيمين  g ف�ن مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي الدالتين 

( ) ( )A f x g x dx
a

b

= -6 @#

69

مثال 4

,x x0 1= = ) والمستقيمين  )g x x3=  : g وم���ى الدالة ( )f x x 22
= +   :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�

( ) ( ) , ,f x g x x 0 162 ! 6 علمًا ب�ن: @
ال�ل:

شكل توضي�ي

y

1

1

-1
-1

A

-2-3 3

3

4

5

2

2

 f x g x x
   مساحة الم��قة الم�د�ة هي:

A f x g x dx

x x dx
x x x x

(وحدة مربعة) 

f x x f �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة   4
x x g والمستقيمين  x x g وم���ى الدالة 

f x g x x علمًا ب�ن: 

x x g والمستقيمين  x x  : g وم���ى الدالة  f x   :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�
علمًا ب�ن الم���يين للدالتين  f , g  �ير متقا�عين.

ال�ل:
  الم���يين �ير متقا�عين ���� �يمة ا�تيارية ت�تمي للفترة  ولتكن 

e e1

x �� �ن: 

70
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حاول أن تحل 4

x x g والمستقيمين  x x  : g وم���ى الدالة f x x   :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�
f x g x x علمًا ب�ن: 

ال�ل:

شكل توضي�ي

y

1

1

-1
-1

A

-2-3 3

3

4

5

2

2

 f x g x x
   مساحة الم��قة الم�د�ة هي:

A f x g x dx

x x dx
x x x x

(وحدة مربعة) 

( ) :f x x f32
= + �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة   4
,x x1 1= - = ) والمستقيمين  ) :g x x g12

= + وم���ى الدالة 
( ) ( ) , ,f x g x x 1 162 ! -6 علمًا ب�ن: @

x x g والمستقيمين  x x  : g وم���ى الدالة  f x   :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�
علمًا ب�ن الم���يين للدالتين  f , g  �ير متقا�عين.

ال�ل:
  الم���يين �ير متقا�عين ���� �يمة ا�تيارية ت�تمي للفترة  ولتكن 

e e1

x �� �ن: 
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مثال 5

x x g والمستقيمين  x x  : g وم���ى الدالة f x x   :  f  وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة�
f x g x x علمًا ب�ن: 

ال�ل:

شكل توضي�ي
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-1
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-2-3 3

3

4

5

2

2

 f x g x x
   مساحة الم��قة الم�د�ة هي:

A f x g x dx

x x dx
x x x x

(وحدة مربعة) 
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فتكون مساحة الم��قة الم�د�ة هي:
A f x g x dx

x dx x x

(وحدة مربعة)

( ) :f x x f12
= + �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة   5
,x x1 1= - = ) والمستقيمين  ) :g x x g32

= - - وم���ى الدالة 
علمًا ب�ن الم���يين للدالتين f , g  �ير متقا�عين.

عندما تن�صر منط�ة بين من�نيات مت�ا�عة� فإنّ حدود الت�امل هي ا�حداثيات ال�ينية لن�ا� الت�ا�ع.

شكل توضي�ي
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x
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�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الق�ع المكاف� 
  والمستقيم 

ال�ل:
لإيجا� الإحداثيا� السي�ية ل�ق�تي التقا�ع:

��ع  
x x

x x
 �و 

حدّا التكامل هما: 
x ���� �يمة ا�تيارية ت�تمي �لى الفترة  ولتكن 

y
y
y y x
A y y dx    مساحة الم��قة هي: 

A x x dx

x x x

(وحدة مربعة) 
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,y x y x2 2 52= + = - +21 �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي الدالتين:   6

في م�ال (6) �م�ن إ�جاد الم�احة A باستخدام ال�يمة المط��ة دون ال�اجة لاستخدام ال�يمة الا�تيار�ة كالتالي:
A y y y y dxdx

y

x

8
6

4

2

2
-2

-2

شكل توضي�ي

�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي:  
ال�ل:

f x g x لإيجا� الإحداثيا� السي�ية ل�قا� تقا�ع الم���يين ��ع 
x x

x
x
x

x ومساحة الم��قة هي: يكون التكامل من  �لى 

f x g x

x x

(وحدة مربعة)

�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي الدالتين:   7
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مثال 7
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شكل توضي�ي

 ( ) 1 , ( )f x x g x x 92 2
= + = - + �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي: 
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x x
x
x
x
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f x g x

x x
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�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي الدالتين:   7
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�وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي الدالتين:   6
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ال�ل:
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x x

x
x
x
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f x g x

x x
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( ) , ( )f x x g x x2 2 12 2
= - + = - �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���يي الدالتين:   7
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نْ تمرَّ
6-1

المساحا� في المستو�
Areas in the Plane

المجموعة A تمارين مقالية

,x x1 3= = ) وم�ور ال�ينات والم�ت�يمين  ) :f x x f8 3= أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (1)
f وم�ور ال�ينات. x x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (2)
f وم�ور ال�ينات. x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (3)

f وم�ور السي�ا� في الفترة الم�د�ة: في التمارين (6-4)، �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة 
(4) x xf x

(5) x xf x

(6) f x x

 x xg g الدالة  ومن�نى   f x x fx الدالة  بمن�نى  الم�ددة  المنط�ة  م�احة  أوجد   (7)
ا ب�ن من�نيي الدالتين f , g �ير مت�ا�عين. x ع�م� x والم�ت�يمين 

. x x � والم�ت�يمين  f x x , x xg أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بالمن�نيين   (8)
 g x x g الدالة  ومن�نى   f x x f الدالة  بمن�نى  الم�ددة  المنط�ة  م�احة  أوجد   (9)

.x x والم�ت�يمين 
. xg f والم�ت�يم  x x (10) أوجد م�احة المنط�ة بين المن�نى 

في التمارين (13-11)، �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بالم���يا� التالية:
(11)  f x x xg

(12)  f x x x g x x

(13)  f x x x xg
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.x x والم�ت�يمين 
. ( )xg 1=- ) والم�ت�يم  )f x x3 2

= - (10) أوجد م�احة المنط�ة بين المن�نى 

في التمارين (13-11)، �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بالم���يا� التالية:
(11)  f x x xg

(12)  f x x x g x x

(13)  f x x x xg
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27

نْ تمرَّ
6-1

المساحا� في المستو�
Areas in the Plane

المجموعة A تمارين مقالية

x x f وم�ور ال�ينات والم�ت�يمين  x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (1)
f وم�ور ال�ينات. x x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (2)
f وم�ور ال�ينات. x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (3)

f وم�ور السي�ا� في الفترة الم�د�ة: في التمارين (6-4)، �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة 
(4) x xf x

(5) x xf x

(6) f x x

 x xg g الدالة  ومن�نى   f x x fx الدالة  بمن�نى  الم�ددة  المنط�ة  م�احة  أوجد   (7)
ا ب�ن من�نيي الدالتين f , g �ير مت�ا�عين. x ع�م� x والم�ت�يمين 

. x x � والم�ت�يمين  f x x , x xg أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بالمن�نيين   (8)
 g x x g الدالة  ومن�نى   f x x f الدالة  بمن�نى  الم�ددة  المنط�ة  م�احة  أوجد   (9)

.x x والم�ت�يمين 
. xg f والم�ت�يم  x x (10) أوجد م�احة المنط�ة بين المن�نى 

في التمارين (13-11)، �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بالم���يا� التالية:
(11)  ( ) , ( )f x x xg2 22

= - =

(12)  f x x x g x x

(13)  f x x x xg

27

نْ تمرَّ
6-1

المساحا� في المستو�
Areas in the Plane

المجموعة A تمارين مقالية

x x f وم�ور ال�ينات والم�ت�يمين  x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (1)
f وم�ور ال�ينات. x x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (2)
f وم�ور ال�ينات. x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (3)

f وم�ور السي�ا� في الفترة الم�د�ة: في التمارين (6-4)، �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة 
(4) x xf x

(5) x xf x

(6) f x x

 x xg g الدالة  ومن�نى   f x x fx الدالة  بمن�نى  الم�ددة  المنط�ة  م�احة  أوجد   (7)
ا ب�ن من�نيي الدالتين f , g �ير مت�ا�عين. x ع�م� x والم�ت�يمين 

. x x � والم�ت�يمين  f x x , x xg أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بالمن�نيين   (8)
 g x x g الدالة  ومن�نى   f x x f الدالة  بمن�نى  الم�ددة  المنط�ة  م�احة  أوجد   (9)

.x x والم�ت�يمين 
. xg f والم�ت�يم  x x (10) أوجد م�احة المنط�ة بين المن�نى 

في التمارين (13-11)، �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بالم���يا� التالية:
(11)  f x x xg

(12)  ( ) , ( )f x x x g x x2 22
= - =-

(13)  f x x x xg
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كراسة التمارين

27

نْ تمرَّ
6-1

المساحا� في المستو�
Areas in the Plane

المجموعة A تمارين مقالية

x x f وم�ور ال�ينات والم�ت�يمين  x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (1)
f وم�ور ال�ينات. x x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (2)
f وم�ور ال�ينات. x x f أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (3)

f وم�ور السي�ا� في الفترة الم�د�ة: في التمارين (6-4)، �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بم���ى الدالة 
(4) x xf x

(5) x xf x

(6) f x x

 x xg g الدالة  ومن�نى   f x x fx الدالة  بمن�نى  الم�ددة  المنط�ة  م�احة  أوجد   (7)
ا ب�ن من�نيي الدالتين f , g �ير مت�ا�عين. x ع�م� x والم�ت�يمين 

. x x � والم�ت�يمين  f x x , x xg أوجد م�احة المنط�ة الم�ددة بالمن�نيين   (8)
 g x x g الدالة  ومن�نى   f x x f الدالة  بمن�نى  الم�ددة  المنط�ة  م�احة  أوجد   (9)

.x x والم�ت�يمين 
. xg f والم�ت�يم  x x (10) أوجد م�احة المنط�ة بين المن�نى 

في التمارين (13-11)، �وجد مساحة الم��قة الم�د�ة بالم���يا� التالية:
(11)  f x x xg

(12)  f x x x g x x

(13)  ( ) , ( )f x x x xg7 2 42 2
= - = +

28

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (5-1)، �للّ 
f وم�ور ال�ينات م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (1)

a  b  ( )f x dx
a

b

# x, هي:  xa b= = والم�ت�يمين   
( ) :f x x f4 2
= - م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (2)

a  b  ( )f x dx2
0

2

# 2, هي:  2-6 وم�ور ال�ينات في @  
) فإن م�احة المنط�ة الم�ددة  ) ,f x x a b0 d6# 6 إذا كا�ت: @  (3)

a  b  ( )f x dx
b

a# a, هي:  b6 بمن�نى الدالة f وم�ور ال�ينات في @  
.x 3=  �x 1=- ): ��طع م�ور ال�ينات عند  ) x x ff x 2 32

= - - إذا كان من�نى الدالة   (4)
a  b  ( )A f x dx

1

3

=
-
# فإن م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة f وم�ور ال�ينات هي:   

) وم�ور ال�ينات. ) :f x x f= م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (5)
a  b 2, هي: 2 وحدة م�احة  2-6 في ال�ترة @  

في التمارين (10-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.
) وم�ور ال�ينات هي: ) :f x x f9 2

= - م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (6)
 a  units9 2

π  b  units6 2
π

 c  units3 2
π  d  units

2
9 2

π

0 بالوحدات  46 x وم�ور ال�ينات في ال�ترة @ xg g^ h م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (7)
المربعة هي:

 a  x dxg  b  x dxg

 c  x dxg  d  g x dx
x g والم�ت�يمين  x x g ومن�نى الدالة f x م�احة المنط�ة الم�ددة بين من�نى الدالة   (8)

x هي:  �
 a   b  
 c   d  

g x x g ومن�نى الدالة f x x f م�احة المنط�ة الم�ددة بين من�نى الدالة   (9)
2 هي: 2 في 

 a   b  
 c   d  
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28

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (5-1)، �للّ 
f وم�ور ال�ينات م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (1)

a  b  f x dx :هي x xa b والم�ت�يمين   
f x x f م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (2)

a  b  f x dx :2 هي 2 وم�ور ال�ينات في   
0 فإن م�احة المنط�ة الم�ددة  إذا كا�ت:   (3)

a  b  f x dx :وم�ور ال�ينات في  هي f بمن�نى الدالة  
.x  �x x ��طع م�ور ال�ينات عند  x ff x إذا كان من�نى الدالة   (4)

a  b  A f x dx فإن م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة f وم�ور ال�ينات هي:   
f وم�ور ال�ينات. x x f م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (5)

a  b 2 هي: 2 وحدة م�احة  2 في ال�ترة   

في التمارين (10-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.
f وم�ور ال�ينات هي: x x f م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (6)

 a   b  
 c   d  

2

0, بالوحدات  46 ) وم�ور ال�ينات في ال�ترة @ ) :x xg g2
3

= -^ h م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة   (7)
المربعة هي:

 a  ( )x dxg2
0

2

#  b  ( )x dxg2
0

2

- #

 c  ( )x dxg
0

4

#  d  ( )g x dx2
2

4

- #
x 0= ) والم�ت�يمين  ) :g x x g=- ) ومن�نى الدالة  )f x 2= م�احة المنط�ة الم�ددة بين من�نى الدالة   (8)

x هي: 4=  �
 a  units20 2  b  units

3
8 2

 c  units
3
04 2  d  units8 2

g x x g ومن�نى الدالة f x x f م�احة المنط�ة الم�ددة بين من�نى الدالة   (9)
2 هي: 2 في 

 a   b  
 c   d  

29

CB كما هو مو�� بال��ل فإن م�احة المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة  BD, إذا كان بيان الدالة f �م���   (10)
x هي: 1=-  , x 3= f وم�ور ال�ينات والم�ت�يمين 

x
1

1

2 3

-1

-1-2

-2

y

DB

C

a  units3 2  b  units4 2  c  units2 2  d  units5 2
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حجوم الأجسام الدورانية

حجو� الأجسا� الدورا�ية6-2
Volumes of Revolution Solids

سوف تتعلم
التعرف على ال�جم �تكامل. •
 �يجا� ال�جم ب�ريقة المقا�ع  •

العرضيةّ الدائريةّ.

المفر�ا� والم��ل�ا�:
• Slices شرائ� 
حجم مجسم •

Volume of a Solid
الأجسا�  الدورا�ية •

Solids of Revolution

�ع�ا �فكر و�ت�ا��
f في ال�ترة   x ارسم من�نى الدالة:   a  1
f x b  ��لّ المنط�ة الم�ددة بمن�نى الدالة 

وم�ور ال�ينات في ال�ترة 
c  �م بتدو�ر هذ� المنط�ة الم�تو�ة حول 
م�ور ال�ينات. ما المج�م النات��

أوجد حجم المج�م النات� من الدوران�  d
π f x dx أوجد �يمة الت�امل:   e

� d  , e ماذا تلاح� من   f
1 ل�لّ من الدوال التالية وأكمل الجدول. كرّر الخطوات ال�اب�ة من   2

من�نى الدالةال�ترةالدالة
اسم المج�م
 النات� من دوران
المنط�ة الم�تو�ة

 حجم
fالمج�م x dxπ

f x x

y

x

f x x

y

x

y

x

من ف�رة «دعنا ���ر و�تنا��» لاح�نا أ��: إذا �ت� مج�م من دوران منط�ة م�ددة بمن�نى 
a دورة كام�ة حول م�ور  b �وم�ور ال�ينات والم�ت�يمين  حي f دالة

ال�ينات فإن حجم هذا المج�م ��اوي:

( )V f x dxπ 2

a

b

= ^ h#

76

y

 الم��قة
المستوية

x1-1

�وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة 
. ,1 1-6 ) وم�ور السي�ا� في الفترة @ )f x x 22

= +   :  f  بم���ى الدالة

ال�ل:
حجم المجسم ال�ات� هو:

شكل توضي�ي

y

x

x dxπ

x x dxπ

x x xπ

π

π units cube

: f  وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بم���ى الدالة�  1
. f وم�ور السي�ا� في الفترة  x x

πV f x dx

من ف�رة «دعنا ���ر و�تنا��» لاح�نا أن المج�م النات� من دوران من�نى الدالة  (�ص� دائرة) هو ك�رة 
رة. r. و�م�ننا استخدام �اعدة إ�جاد حجوم الأج�ام الدورا�ية في إثبات �ا�ون حجم ال�� 2 �ول �ص� �طرها 

شكل توضي�ي

y

-r r x

الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد  الم�د�  التكامل  باست�دا� 
الدائرة  ب��ف  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية 

y r x
ال�ل:

 r تم�ل معا�لة ��ف �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل  و�و� ��ف ��رها
  المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� هو ��رة.

77

مثال 1

y

 الم��قة
المستوية

x1-1

�وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة 
. f وم�ور السي�ا� في الفترة  x x   :  f  بم���ى الدالة

ال�ل:
حجم المجسم ال�ات� هو:

شكل توضي�ي

y

x

x dxπ

x x dxπ

x x xπ

π

π units cube

: f  وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بم���ى الدالة�  1
. ,1 56 ) وم�ور السي�ا� في الفترة @ )f x x 1= -

πV f x dx

من ف�رة «دعنا ���ر و�تنا��» لاح�نا أن المج�م النات� من دوران من�نى الدالة  (�ص� دائرة) هو ك�رة 
رة. r. و�م�ننا استخدام �اعدة إ�جاد حجوم الأج�ام الدورا�ية في إثبات �ا�ون حجم ال�� 2 �ول �ص� �طرها 

شكل توضي�ي

y

-r r x

الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد  الم�د�  التكامل  باست�دا� 
الدائرة  ب��ف  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية 

y r x
ال�ل:

 r تم�ل معا�لة ��ف �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل  و�و� ��ف ��رها
  المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� هو ��رة.

77

حاول أن تحل1



41

SALAMA

مثال 2

y

 الم��قة
المستوية

x1-1

�وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة 
. f وم�ور السي�ا� في الفترة  x x   :  f  بم���ى الدالة

ال�ل:
حجم المجسم ال�ات� هو:

شكل توضي�ي

y

x

x dxπ

x x dxπ

x x xπ

π

π units cube

: f  وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بم���ى الدالة�  1
. f وم�ور السي�ا� في الفترة  x x

πV f x dx

من ف�رة «دعنا ���ر و�تنا��» لاح�نا أن المج�م النات� من دوران من�نى الدالة  (�ص� دائرة) هو ك�رة 
رة. r. و�م�ننا استخدام �اعدة إ�جاد حجوم الأج�ام الدورا�ية في إثبات �ا�ون حجم ال�� 2 �ول �ص� �طرها 

شكل توضي�ي

y

-r r x

الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد  الم�د�  التكامل  باست�دا� 
الدائرة  ب��ف  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية 

y r x
ال�ل:

 r تم�ل معا�لة ��ف �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل  و�و� ��ف ��رها
  المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� هو ��رة.

77

y

 الم��قة
المستوية

x1-1

�وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة 
. f وم�ور السي�ا� في الفترة  x x   :  f  بم���ى الدالة

ال�ل:
حجم المجسم ال�ات� هو:

شكل توضي�ي

y

x

x dxπ

x x dxπ

x x xπ

π

π units cube

: f  وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بم���ى الدالة�  1
. f وم�ور السي�ا� في الفترة  x x

πV f x dx

من ف�رة «دعنا ���ر و�تنا��» لاح�نا أن المج�م النات� من دوران من�نى الدالة  (�ص� دائرة) هو ك�رة 
رة. r. و�م�ننا استخدام �اعدة إ�جاد حجوم الأج�ام الدورا�ية في إثبات �ا�ون حجم ال�� 2 �ول �ص� �طرها 

شكل توضي�ي

y

-r r x

الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد  الم�د�  التكامل  باست�دا� 
الدائرة  ب��ف  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية 

y r x2 2
= -

ال�ل:

 r تم�ل معا�لة ��ف �ائرة مر�زها �ق�ة الأ�ل  و�و� ��ف ��رها
  المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� هو ��رة.

77

y

-r r x

   حجم المجسم ال�ات� (الك�رة) هو: 
V y dx r x dxπ π

r x dx r x xπ π

r r r rπ

rπ  units cube

باست�دا� التكامل الم�د� �وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة   2
, h06 ) في الفترة @ ) , 0f x r r !=   :  f بم���ى الدالة

x دورة كام�ة حول م�ور  a x b إذا �ت� مج�م عن دوران منط�ة م�ددة بمن�نيي الدالتين f , g والم�ت�يمين 
� فإن حجم هذا المج�م �عطى بال�اعدة: a b ال�ينات� ب�ي� f, g ل�ما ا��ارة ����ا في ال�ترة 

V π   f x g x dx
f x g x f أو  x g x حي�: 

الدالتين بم���يي  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية  الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد 
y

x

g x
x

f x
x

f x x g x x g
ال�ل:

الم��قة المستوية م�د�ة بم���يي الدالتين 
�جد التقا�ع بوضع:

f x g x
x x x

بتربيع ال�رفين
y

x

x x
x x
x

x x x x
x x ���ل على: 
x x وبال�سبة �لى المعا�لة 

�وجد المميز  :

 المعا�لة ليس لها حلو� في  فيكون التكامل على  

78

حاول أن تحل2
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y

-r r x

   حجم المجسم ال�ات� (الك�رة) هو: 
V y dx r x dxπ π

r x dx r x xπ π

r r r rπ

rπ  units cube

باست�دا� التكامل الم�د� �وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة   2
h f في الفترة  x r r   :  f بم���ى الدالة

x دورة كام�ة حول م�ور  a x b إذا �ت� مج�م عن دوران منط�ة م�ددة بمن�نيي الدالتين f , g والم�ت�يمين 
� فإن حجم هذا المج�م �عطى بال�اعدة: a b ال�ينات� ب�ي� f, g ل�ما ا��ارة ����ا في ال�ترة 

a

b

V π # 6 f x( )= -^ ^g x( )h h2 2@dx
f x g x f أو  x g x حي�: 

الدالتين بم���يي  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية  الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد 
y

x

g x
x

f x
x

f x x g x x g
ال�ل:

الم��قة المستوية م�د�ة بم���يي الدالتين 
�جد التقا�ع بوضع:

f x g x
x x x

بتربيع ال�رفين
y

x

x x
x x
x

x x x x
x x ���ل على: 
x x وبال�سبة �لى المعا�لة 

�وجد المميز  :

 المعا�لة ليس لها حلو� في  فيكون التكامل على  

78

y

-r r x

   حجم المجسم ال�ات� (الك�رة) هو: 
V y dx r x dxπ π

r x dx r x xπ π

r r r rπ

rπ  units cube

باست�دا� التكامل الم�د� �وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة   2
h f في الفترة  x r r   :  f بم���ى الدالة

x دورة كام�ة حول م�ور  a x b إذا �ت� مج�م عن دوران منط�ة م�ددة بمن�نيي الدالتين f , g والم�ت�يمين 
� فإن حجم هذا المج�م �عطى بال�اعدة: a b ال�ينات� ب�ي� f, g ل�ما ا��ارة ����ا في ال�ترة 

V π   f x g x dx
( ) ( )f x g x 0GG ) أو  ) ( )f x g x 0H H حي�: 

الدالتين بم���يي  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية  الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد 
y

x

g x
x

f x
x

f x x g x x g
ال�ل:

الم��قة المستوية م�د�ة بم���يي الدالتين 
�جد التقا�ع بوضع:

f x g x
x x x

بتربيع ال�رفين
y

x

x x
x x
x

x x x x
x x ���ل على: 
x x وبال�سبة �لى المعا�لة 

�وجد المميز  :

 المعا�لة ليس لها حلو� في  فيكون التكامل على  

78

مثال 3

y

-r r x

   حجم المجسم ال�ات� (الك�رة) هو: 
V y dx r x dxπ π

r x dx r x xπ π

r r r rπ

rπ  units cube

باست�دا� التكامل الم�د� �وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة   2
h f في الفترة  x r r   :  f بم���ى الدالة

x دورة كام�ة حول م�ور  a x b إذا �ت� مج�م عن دوران منط�ة م�ددة بمن�نيي الدالتين f , g والم�ت�يمين 
� فإن حجم هذا المج�م �عطى بال�اعدة: a b ال�ينات� ب�ي� f, g ل�ما ا��ارة ����ا في ال�ترة 

V π   f x g x dx
f x g x f أو  x g x حي�: 

الدالتين بم���يي  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية  الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد 
y

x

g x
x

f x
x

f x x g x x g
ال�ل:

الم��قة المستوية م�د�ة بم���يي الدالتين 
�جد التقا�ع بوضع:

f x g x
x x x

بتربيع ال�رفين
y

x

x x
x x
x

x x x x
x x ���ل على: 
x x وبال�سبة �لى المعا�لة 

�وجد المميز  :

 المعا�لة ليس لها حلو� في  فيكون التكامل على  

78

y

-r r x

   حجم المجسم ال�ات� (الك�رة) هو: 
V y dx r x dxπ π

r x dx r x xπ π

r r r rπ

rπ  units cube

باست�دا� التكامل الم�د� �وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة   2
h f في الفترة  x r r   :  f بم���ى الدالة

x دورة كام�ة حول م�ور  a x b إذا �ت� مج�م عن دوران منط�ة م�ددة بمن�نيي الدالتين f , g والم�ت�يمين 
� فإن حجم هذا المج�م �عطى بال�اعدة: a b ال�ينات� ب�ي� f, g ل�ما ا��ارة ����ا في ال�ترة 

V π   f x g x dx
f x g x f أو  x g x حي�: 

الدالتين بم���يي  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية  الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد 
y

x

g x
x

f x
x

f x x g x x g
ال�ل:

الم��قة المستوية م�د�ة بم���يي الدالتين 
�جد التقا�ع بوضع:

f x g x
x x x

بتربيع ال�رفين
y

x

x x
x x
x

x x x x
x x ���ل على: 
x x وبال�سبة �لى المعا�لة 

�وجد المميز  :

 المعا�لة ليس لها حلو� في  فيكون التكامل على  

78

y

-r r x

   حجم المجسم ال�ات� (الك�رة) هو: 
V y dx r x dxπ π

r x dx r x xπ π

r r r rπ

rπ  units cube

باست�دا� التكامل الم�د� �وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة   2
h f في الفترة  x r r   :  f بم���ى الدالة

x دورة كام�ة حول م�ور  a x b إذا �ت� مج�م عن دوران منط�ة م�ددة بمن�نيي الدالتين f , g والم�ت�يمين 
� فإن حجم هذا المج�م �عطى بال�اعدة: a b ال�ينات� ب�ي� f, g ل�ما ا��ارة ����ا في ال�ترة 

V π   f x g x dx
f x g x f أو  x g x حي�: 

الدالتين بم���يي  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية  الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد 
y

x

g x
x

f x
x

( ) , ( ) :f x x g x x g2
= =

ال�ل:
الم��قة المستوية م�د�ة بم���يي الدالتين 

�جد التقا�ع بوضع:
f x g x
x x x

بتربيع ال�رفين
y

x

x x
x x
x

x x x x
x x ���ل على: 
x x وبال�سبة �لى المعا�لة 

�وجد المميز  :

 المعا�لة ليس لها حلو� في  فيكون التكامل على  

78
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حاول أن تحل3

���� �يمة ا�تيارية في  ولتكن  

g x f x x

V g x f x dxπ   حجم المجسم ال�ات� عن الدوران:  

V x x dxπ
V x x dx

x x

10
3  units cube

الدالتين  م���يي  بين  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية  الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد   3
( )f x x

2 1
2

= + ,  ( )g x x
2 2= +

�وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور
. π y على الفترة  x السي�ا� والم�د�ة بم���يي الدالتين. 

xال�ل:

y

y في الفترة   �رسم م���ى �ل من الدالتين      ,    
الم��قة موضّ�ة في الشكل (المقابل). 

x

y y من الرسم البيا�ي �لاح� �ن: 
V y y dxπ

π
   حجم المجسم ال�ات� يساو�: 

x x dxπ
π

x dxπ
π

x x x

xsinπ π

πy

x

3

1

-1 1

1

2

2
3
4

-2-3

π (وحدة مكعبة) 

�وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة   4
بم���يي الدالتين: 

79

حاول أن تحل4

���� �يمة ا�تيارية في  ولتكن  

g x f x x

V g x f x dxπ   حجم المجسم ال�ات� عن الدوران:  

V x x dxπ
V x x dx

x x

10
3  units cube

الدالتين  م���يي  بين  والم�د�ة  السي�ا�  م�ور  حو�  �املة  �ورة  المستوية  الم��قة  �وران  من  ال�ات�  المجسم  حجم  �وجد   3
f x x ,  g x x

�وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور
. π y على الفترة  x السي�ا� والم�د�ة بم���يي الدالتين. 

xال�ل:

y

y في الفترة   �رسم م���ى �ل من الدالتين      ,    
الم��قة موضّ�ة في الشكل (المقابل). 

x

y y من الرسم البيا�ي �لاح� �ن: 
V y y dxπ

π
   حجم المجسم ال�ات� يساو�: 

x x dxπ
π

x dxπ
π

x x x

xsinπ π

πy

x

3

1

-1 1

1

2

2
3
4

-2-3

π (وحدة مكعبة) 

�وجد حجم المجسم ال�ات� من �وران الم��قة �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة   4
,y x y x3 12

= + = +21 بم���يي الدالتين: 

79
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كراسة التمارين

30

حجو� الأجسا� الدورا�ية
Volumes of Revolution Solids

المجموعة A تمارين مقالية
في التمارين (8-1)، �وجد حجم المجسّم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بكل 

من المستقيما� والم���يا� التالية:
(1) y x y x x  (2) y x y x x
(3) y x y  (4) y x y x

(5) y x y x  (6) y x y x x x

(7) y x y x  (8) y x y x
باستخدام الت�امل الم�دد استنت� الصيغة التي تعطى حجم مخرو� دائري �ائم ارت�اع� h (وحدة �ول)   (9)
و�ول �ص� �طر �اعدت� r  (وحدة �ول) من دوران منط�ة م�تو�ة دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات. 

f في ال�ترة  ) x xh
r f (إر�اد: استخدم الدالة  

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (1)
a  b f في ال�ترة  هو:    x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (2)
a  b  4 4 f في ال�ترة  هو:  x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (3)
a  b  2

1 x هو:  xg g f ومن�نى الدالة  x x f الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (4)
x ��اوي حجم المج�م النات� g و  x g ومن�نى الدالة f x x f الدالة   

a  b   x  , xh h ومن�نى الدالة  f  من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات لمن�نى الدالة  
في التمارين (12-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (5)
1 بالوحدات الم�عبة هو: f وم�ور ال�ينات في ال�ترة  x f الدالة   

a  π  b  18 c  π  d  π

نْ تمرَّ
6-2

30

حجو� الأجسا� الدورا�ية
Volumes of Revolution Solids

المجموعة A تمارين مقالية
في التمارين (8-1)، �وجد حجم المجسّم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بكل 

من المستقيما� والم���يا� التالية:
(1) , , ,y x y x x0 2 02 == = =21

 (2) y x y x x
(3) y x y  (4) y x y x

(5) y x y x  (6) y x y x x x

(7) y x y x  (8) y x y x
باستخدام الت�امل الم�دد استنت� الصيغة التي تعطى حجم مخرو� دائري �ائم ارت�اع� h (وحدة �ول)   (9)
و�ول �ص� �طر �اعدت� r  (وحدة �ول) من دوران منط�ة م�تو�ة دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات. 

f في ال�ترة  ) x xh
r f (إر�اد: استخدم الدالة  

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (1)
a  b f في ال�ترة  هو:    x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (2)
a  b  4 4 f في ال�ترة  هو:  x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (3)
a  b  2

1 x هو:  xg g f ومن�نى الدالة  x x f الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (4)
x ��اوي حجم المج�م النات� g و  x g ومن�نى الدالة f x x f الدالة   

a  b   x  , xh h ومن�نى الدالة  f  من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات لمن�نى الدالة  
في التمارين (12-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (5)
1 بالوحدات الم�عبة هو: f وم�ور ال�ينات في ال�ترة  x f الدالة   

a  π  b  18 c  π  d  π

نْ تمرَّ
6-2

30

حجو� الأجسا� الدورا�ية
Volumes of Revolution Solids

المجموعة A تمارين مقالية
في التمارين (8-1)، �وجد حجم المجسّم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بكل 

من المستقيما� والم���يا� التالية:
(1) y x y x x  (2) , , ,y x y x x0

1
1 4= = = =1 2

(3) y x y  (4) y x y x

(5) y x y x  (6) y x y x x x

(7) y x y x  (8) y x y x
باستخدام الت�امل الم�دد استنت� الصيغة التي تعطى حجم مخرو� دائري �ائم ارت�اع� h (وحدة �ول)   (9)
و�ول �ص� �طر �اعدت� r  (وحدة �ول) من دوران منط�ة م�تو�ة دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات. 

f في ال�ترة  ) x xh
r f (إر�اد: استخدم الدالة  

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (1)
a  b f في ال�ترة  هو:    x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (2)
a  b  4 4 f في ال�ترة  هو:  x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (3)
a  b  2

1 x هو:  xg g f ومن�نى الدالة  x x f الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (4)
x ��اوي حجم المج�م النات� g و  x g ومن�نى الدالة f x x f الدالة   

a  b   x  , xh h ومن�نى الدالة  f  من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات لمن�نى الدالة  
في التمارين (12-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (5)
1 بالوحدات الم�عبة هو: f وم�ور ال�ينات في ال�ترة  x f الدالة   

a  π  b  18 c  π  d  π

نْ تمرَّ
6-2
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30

حجو� الأجسا� الدورا�ية
Volumes of Revolution Solids

المجموعة A تمارين مقالية
في التمارين (8-1)، �وجد حجم المجسّم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بكل 

من المستقيما� والم���يا� التالية:
(1) y x y x x  (2) y x y x x
(3) ,y x y1 02

= - =1 2  (4) y x y x

(5) y x y x  (6) y x y x x x

(7) y x y x  (8) y x y x
باستخدام الت�امل الم�دد استنت� الصيغة التي تعطى حجم مخرو� دائري �ائم ارت�اع� h (وحدة �ول)   (9)
و�ول �ص� �طر �اعدت� r  (وحدة �ول) من دوران منط�ة م�تو�ة دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات. 

f في ال�ترة  ) x xh
r f (إر�اد: استخدم الدالة  

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (1)
a  b f في ال�ترة  هو:    x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (2)
a  b  4 4 f في ال�ترة  هو:  x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (3)
a  b  2

1 x هو:  xg g f ومن�نى الدالة  x x f الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (4)
x ��اوي حجم المج�م النات� g و  x g ومن�نى الدالة f x x f الدالة   

a  b   x  , xh h ومن�نى الدالة  f  من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات لمن�نى الدالة  
في التمارين (12-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (5)
1 بالوحدات الم�عبة هو: f وم�ور ال�ينات في ال�ترة  x f الدالة   

a  π  b  18 c  π  d  π

نْ تمرَّ
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المجموعة A تمارين مقالية
في التمارين (8-1)، �وجد حجم المجسّم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بكل 

من المستقيما� والم���يا� التالية:
(1) y x y x x  (2) y x y x x
(3) y x y  (4) ,y x y x1 32

= + = +1 2

(5) y x y x  (6) y x y x x x

(7) y x y x  (8) y x y x
باستخدام الت�امل الم�دد استنت� الصيغة التي تعطى حجم مخرو� دائري �ائم ارت�اع� h (وحدة �ول)   (9)
و�ول �ص� �طر �اعدت� r  (وحدة �ول) من دوران منط�ة م�تو�ة دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات. 

f في ال�ترة  ) x xh
r f (إر�اد: استخدم الدالة  

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (1)
a  b f في ال�ترة  هو:    x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (2)
a  b  4 4 f في ال�ترة  هو:  x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (3)
a  b  2

1 x هو:  xg g f ومن�نى الدالة  x x f الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (4)
x ��اوي حجم المج�م النات� g و  x g ومن�نى الدالة f x x f الدالة   

a  b   x  , xh h ومن�نى الدالة  f  من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات لمن�نى الدالة  
في التمارين (12-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (5)
1 بالوحدات الم�عبة هو: f وم�ور ال�ينات في ال�ترة  x f الدالة   

a  π  b  18 c  π  d  π

نْ تمرَّ
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المجموعة A تمارين مقالية
في التمارين (8-1)، �وجد حجم المجسّم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بكل 

من المستقيما� والم���يا� التالية:
(1) y x y x x  (2) y x y x x
(3) y x y  (4) y x y x

(5) y x y x  (6) y x y x x x

(7) , ,y x y x1 0= = =1 2  (8) y x y x
باستخدام الت�امل الم�دد استنت� الصيغة التي تعطى حجم مخرو� دائري �ائم ارت�اع� h (وحدة �ول)   (9)
و�ول �ص� �طر �اعدت� r  (وحدة �ول) من دوران منط�ة م�تو�ة دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات. 

f في ال�ترة  ) x xh
r f (إر�اد: استخدم الدالة  

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (1)
a  b f في ال�ترة  هو:    x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (2)
a  b  4 4 f في ال�ترة  هو:  x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (3)
a  b  2

1 x هو:  xg g f ومن�نى الدالة  x x f الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (4)
x ��اوي حجم المج�م النات� g و  x g ومن�نى الدالة f x x f الدالة   

a  b   x  , xh h ومن�نى الدالة  f  من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات لمن�نى الدالة  
في التمارين (12-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (5)
1 بالوحدات الم�عبة هو: f وم�ور ال�ينات في ال�ترة  x f الدالة   

a  π  b  18 c  π  d  π

نْ تمرَّ
6-2



46

SALAMA

كراسة التمارين

30

حجو� الأجسا� الدورا�ية
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المجموعة A تمارين مقالية
في التمارين (8-1)، �وجد حجم المجسّم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بكل 

من المستقيما� والم���يا� التالية:
(1) y x y x x  (2) y x y x x
(3) y x y  (4) y x y x

(5) y x y x  (6) y x y x x x

(7) y x y x  (8) , ,y x y x0 4= = =1 2

باستخدام الت�امل الم�دد استنت� الصيغة التي تعطى حجم مخرو� دائري �ائم ارت�اع� h (وحدة �ول)   (9)
و�ول �ص� �طر �اعدت� r  (وحدة �ول) من دوران منط�ة م�تو�ة دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات. 

f في ال�ترة  ) x xh
r f (إر�اد: استخدم الدالة  

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (1)
a  b f في ال�ترة  هو:    x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (2)
a  b  4 4 f في ال�ترة  هو:  x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (3)
a  b  2

1 x هو:  xg g f ومن�نى الدالة  x x f الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (4)
x ��اوي حجم المج�م النات� g و  x g ومن�نى الدالة f x x f الدالة   

a  b   x  , xh h ومن�نى الدالة  f  من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات لمن�نى الدالة  
في التمارين (12-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (5)
1 بالوحدات الم�عبة هو: f وم�ور ال�ينات في ال�ترة  x f الدالة   

a  π  b  18 c  π  d  π

نْ تمرَّ
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المجموعة A تمارين مقالية
في التمارين (8-1)، �وجد حجم المجسّم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بكل 

من المستقيما� والم���يا� التالية:
(1) y x y x x  (2) y x y x x
(3) y x y  (4) y x y x

(5) y x y x  (6) y x y x x x

(7) y x y x  (8) y x y x
باستخدام الت�امل الم�دد استنت� الصيغة التي تعطى حجم مخرو� دائري �ائم ارت�اع� h (وحدة �ول)   (9)
و�ول �ص� �طر �اعدت� r  (وحدة �ول) من دوران منط�ة م�تو�ة دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات. 

f في ال�ترة  ) x xh
r f (إر�اد: استخدم الدالة  

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (1)
a  b f في ال�ترة  هو:    x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (2)
a  b  4 4 f في ال�ترة  هو:  x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (3)
a  b  2

1 x هو:  xg g f ومن�نى الدالة  x x f الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (4)
x ��اوي حجم المج�م النات� g و  x g ومن�نى الدالة f x x f الدالة   

a  b   x  , xh h ومن�نى الدالة  f  من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات لمن�نى الدالة  
في التمارين (12-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (5)
6-1,1 بالوحدات الم�عبة هو: ) وم�ور ال�ينات في ال�ترة @ ) :f x f3= الدالة   

a  6π  b  18 c  18π  d  81π

نْ تمرَّ
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المجموعة A تمارين مقالية
في التمارين (8-1)، �وجد حجم المجسّم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بكل 

من المستقيما� والم���يا� التالية:
(1) y x y x x  (2) y x y x x
(3) y x y  (4) y x y x

(5) y x y x  (6) y x y x x x

(7) y x y x  (8) y x y x
باستخدام الت�امل الم�دد استنت� الصيغة التي تعطى حجم مخرو� دائري �ائم ارت�اع� h (وحدة �ول)   (9)
و�ول �ص� �طر �اعدت� r  (وحدة �ول) من دوران منط�ة م�تو�ة دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات. 

f في ال�ترة  ) x xh
r f (إر�اد: استخدم الدالة  

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (1)
a  b   V x dx3 2

8

1

π= ^ h# 1, هو:  86 ) في ال�ترة @ ) :f x x f3
= الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (2)
a  b  V xdx xdx4 4

0

4

0

1

π π= -# # 1,46 هو:  ) في ال�ترة @ ) :f x x f2= الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (3)

a  b  V x x dx2
1 2

0

2

π= -` j# ) هو:  ) :x xg g
2
1 2

= ) ومن�نى الدالة  ) :f x x f= الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (4)
x ��اوي حجم المج�م النات� g و  x g ومن�نى الدالة f x x f الدالة   

a  b   x  , xh h ومن�نى الدالة  f  من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات لمن�نى الدالة  
في التمارين (12-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (5)
1 بالوحدات الم�عبة هو: f وم�ور ال�ينات في ال�ترة  x f الدالة   

a  π  b  18 c  π  d  π

نْ تمرَّ
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المجموعة A تمارين مقالية
في التمارين (8-1)، �وجد حجم المجسّم ال�ات� من �وران الم��قة المستوية �ورة �املة حو� م�ور السي�ا� والم�د�ة بكل 

من المستقيما� والم���يا� التالية:
(1) y x y x x  (2) y x y x x
(3) y x y  (4) y x y x

(5) y x y x  (6) y x y x x x

(7) y x y x  (8) y x y x
باستخدام الت�امل الم�دد استنت� الصيغة التي تعطى حجم مخرو� دائري �ائم ارت�اع� h (وحدة �ول)   (9)
و�ول �ص� �طر �اعدت� r  (وحدة �ول) من دوران منط�ة م�تو�ة دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات. 

f في ال�ترة  ) x xh
r f (إر�اد: استخدم الدالة  

المجموعة B تمارين موضوعية
b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (1)
a  b f في ال�ترة  هو:    x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (2)
a  b  4 4 f في ال�ترة  هو:  x x f الدالة   

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (3)
a  b  2

1 x هو:  xg g f ومن�نى الدالة  x x f الدالة   
حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (4)
x ��اوي حجم المج�م النات� g و  x g ومن�نى الدالة f x x f الدالة   

a  b   x  , xh h ومن�نى الدالة  f  من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات لمن�نى الدالة  
في التمارين (12-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بمن�نى  (5)
1 بالوحدات الم�عبة هو: f وم�ور ال�ينات في ال�ترة  x f الدالة   

a  π  b  18 c  π  d  π

نْ تمرَّ
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S2 منط�ة ربع دائرة كما هو مو�� بال��ل. S حي� S1 منط�ة م���ة�  S S,= 1 2 المنط�ة الم���ة   (6)

x

y

S1 S2
1

1
2

3

2
-1

-1

-2

-2

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة S بالوحدات الم�عبة ��اوي:  
a  

3
40 π  b  4 2π+  c  

3
16 π  d  8π

الدالة  بمن�نى  الم�ددة  ل�منط�ة  ال�ينات  م�ور  حول  كام�ة  دورة  دوران  من  النات�  المج�م  حجم   (7)
y بالوحدات الم�عبة هو: x4 2

=- -

a  4π  b  6π  c  
3
16 π  d  

3
32 π

الدالة  من�نى  بين  الم�ددة  ل�منط�ة  ال�ينات  م�ور  حول  كام�ة  دورة  دوران  من  النات�  المج�م  حجم   (8)
, هو: ,y x x0 2 1= = = ) والم�ت�يمات  ) :f x fx

1
=

a  unitsπ 3 b  units
π
3

3 c  units
2
π 3 d  units

4
π 3

حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بين من�نى  (9)
x, بالوحدات الم�عبة هو: x1 3=- = ) وم�ور ال�ينات والم�ت�يميين  ) :f x x f1= + الدالة   

a  8π  b  7π  c  8 d  
2
5 π

بالم�ت�يمات  الم�ددة  ل�منط�ة  ال�ينات  م�ور  حول  كام�ة  دورة  دوران  من  النات�  المج�م  (10) حجم 
f بالوحدات الم�عبة هو: x x f y ومن�نى الدالة  x

a  π  b  π  c  π  d  π
(11) حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بين المن�نيين 

x هو: y xy   
a  x x dx  b  dxx x  c  x x dx  d  x x dx

 y x حجم المج�م النات� من دوران دورة كام�ة حول م�ور ال�ينات ل�منط�ة الم�ددة بين من�نى   (12)
x� هو: y ومن�نى

a  π  b  π  c  π  d  π
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طول قوس ومعادلة منحنىدالة

�و� �و� ومعا�لة م���ى �الة
Arc Length and Equation of Function Curve

6-3

سوف تتعلم
 معا�لة م���ى �الة بمعلومية ميل  •

المما� و�ق�ة ت�تمي �لى بيان 
الدالة.

�و� القو�. •

المفر�ا� والم��ل�ا�:
معا�لة م���ى �الة  •

Equation of Function
Curve

• Arc Length �و� �و� 

y

x

L
r

�ع�ا �فكر و�ت�ا�� 
ا أن م�ي� دائرة �ول �ص�  تعرفت ساب��
r وأن ال�و�  �طرها r �عطى بال�اعدة: 

radians في الدائرة  الم�ابل لزاو�ة مركز�ة 
.L r �ول�: 

أكمل الجدول التالي:

(L) و� القو� المقابل�radians �يا� زاوية مر�زية في �ائرة 

6

2
3

�وً�: �يجا� �و� �و� من م���ى
�لاح� من �لال ف�رة «دعنا ���ر و�تنا��» أن با�م�ان إ�جاد �ول �و� ع�ى من�نى م�لو� 

.L r لد�نا وهو الدائرة حي� استخدمنا ال�اعدة 
كما أ�نا ��تخدم �اعدة ��جاد �ول �و� ع�ى أي من�نى.

�اعدة �و� القو�
) في [a, b] هو: )y f x= f مت�لة على [a, b] ف�ن �و� القو� من م���ى  ��ا �ا�� الدالة '

( )f x dxL 1
a

b
2

+= '^ h#

ملاح�ة: س�تعامل في ه�ا الب�د مع �وا� مشتقاتها مت�لة على الفترا� المع�اة.

80

0,مثال 1 46 ) في الفترة @ ) :f x fx3= في الشكل، �وجد �و� القو� من م���ى الدالة  
ال�ل:

1

1

  1
لإيجا� التكامل �ست�د� �اعدة التعوي�

  units

�وجد �و� القو� من م���ى الدالة  في الفترة   1

1

1-1
-1

2 3 4

2

3

4

5

6

7

8

y

x

81
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في الشكل، �وجد �و� القو� من م���ى الدالة   في الفترة 
ال�ل:

1

1

  1
لإيجا� التكامل �ست�د� �اعدة التعوي�

  units

, 836 ) في الفترة @ ) :xf x f
3
2

12
3

= + �وجد �و� القو� من م���ى الدالة   1

1

1-1
-1

2 3 4

2

3

4

5

6

7

8

y

x

81

حاول أن تحل1

,مثال 2 606 ) في الفترة @ ) :f x fx
3
1
3 2 2

3

= +^ h �وجد �و� القو� من م���ى الدالة 
ال�ل:

�اعدة �و� القو�

(وحدة �و�)

�وجد �و� القو� من م���ى الدالة  في الفترة   2

ثا�يًا: �يجا� معا�لة م���ى �الة باست�دا� التكامل

A x ويمر بال�ق�ة  x x يساو�:  yP �وجد معا�لة م���ى الدالة  f ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة 
ال�ل:

82
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حاول أن تحل2

�وجد �و� القو� من م���ى الدالة  في الفترة 
ال�ل:

�اعدة �و� القو�

(وحدة �و�)

, 526 ) في الفترة @ ) :xf x f
2
9 3

9
2
3

= +^ h �وجد �و� القو� من م���ى الدالة   2

ثا�يًا: �يجا� معا�لة م���ى �الة باست�دا� التكامل

A x ويمر بال�ق�ة  x x يساو�:  yP �وجد معا�لة م���ى الدالة  f ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة 
ال�ل:

82

�وجد �و� القو� من م���ى الدالة  في الفترة 
ال�ل:

�اعدة �و� القو�

(وحدة �و�)

�وجد �و� القو� من م���ى الدالة  في الفترة   2

ثا�يًا: �يجا� معا�لة م���ى �الة باست�دا� التكامل

A x ويمر بال�ق�ة  x x يساو�:  yP �وجد معا�لة م���ى الدالة  f ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة 
ال�ل:

82

مثال 3

�وجد �و� القو� من م���ى الدالة  في الفترة 
ال�ل:

�اعدة �و� القو�

(وحدة �و�)

�وجد �و� القو� من م���ى الدالة  في الفترة   2

ثا�يًا: �يجا� معا�لة م���ى �الة باست�دا� التكامل

( , )A 1 2 x ويمر بال�ق�ة  x3 142
- + ) يساو�:  , )x yP �وجد معا�لة م���ى الدالة  f ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة 

ال�ل:

82
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حاول أن تحل3

A في المعا�لة السابقة ف���ل على: لتعيين �يمة ال�اب� C �عوّ� بال�ق�ة 

   معا�لة الم���ى f الم�لوب هي: 

3x ويمر بال�ق�ة (2 , 2) x2
+ ) يساو�  , )x yP �وجد معا�لة م���ى الدالة  f ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة   3

B �وجد معا�لة م���ى الدالة  f  ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة  يساو�:  ويمر بال�ق�ة  

ال�ل:

لتعيين �يمة ال�اب� C �عوّ� بال�ق�ة  في المعا�لة السابقة ف���ل على:

3    معا�لة الم���ى f الم�لوب هي:   

x ويمر بال�ق�ة  x x �وجد معا�لة م���ى الدالة  f  ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة  يساو�   4

83

مثال 4

A في المعا�لة السابقة ف���ل على: لتعيين �يمة ال�اب� C �عوّ� بال�ق�ة 

   معا�لة الم���ى f الم�لوب هي: 

x ويمر بال�ق�ة (2 , 2) x �وجد معا�لة م���ى الدالة  f ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة  يساو�   3

( , )B 1 0 x ويمر بال�ق�ة   x x4 6 123 2
+ - + ) يساو�:  , )x yP �وجد معا�لة م���ى الدالة  f  ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة 

ال�ل:

لتعيين �يمة ال�اب� C �عوّ� بال�ق�ة  في المعا�لة السابقة ف���ل على:

3    معا�لة الم���ى f الم�لوب هي:   

x ويمر بال�ق�ة  x x �وجد معا�لة م���ى الدالة  f  ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة  يساو�   4

83
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A في المعا�لة السابقة ف���ل على: لتعيين �يمة ال�اب� C �عوّ� بال�ق�ة 

   معا�لة الم���ى f الم�لوب هي: 

x ويمر بال�ق�ة (2 , 2) x �وجد معا�لة م���ى الدالة  f ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة  يساو�   3

B �وجد معا�لة م���ى الدالة  f  ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة  يساو�:  ويمر بال�ق�ة  

ال�ل:

لتعيين �يمة ال�اب� C �عوّ� بال�ق�ة  في المعا�لة السابقة ف���ل على:

3    معا�لة الم���ى f الم�لوب هي:   

1, 5)(- - 3x ويمر بال�ق�ة  x x8 423 2
- + - + ) يساو�  , )x yP �وجد معا�لة م���ى الدالة  f  ال�� ميل� ع�د �� �ق�ة   4

83

حاول أن تحل4

5مثال 5 4x- x, يساو�  y^ h �ع�د �� �ق�ة علي f ا �ان ميل العمو�� على م���ى الدالة��
,A 5 3-^ h ف�وجد معا�لة الم���ى ع�دما يمر بال�ق�ة

ال�ل:
حي�     ميل العمو�� 

  معا�لة الم���ى هي: 

(1)
 :C �لتعيين �يمة ال�اب

بالتعوي� في (1)

��ا �ان ميل العمو�� لم���ى الدالة  f  ع�د �� �ق�ة علي�    هو    5
B ف�وجد معا�لة الم���ى علمًا ب��� يمر بال�ق�ة  

84



53

كراسة التمارين

SALAMA

حاول أن تحل5

x يساو�  y ��ا �ان ميل العمو�� على م���ى الدالة f ع�د �� �ق�ة علي� 
A ف�وجد معا�لة الم���ى ع�دما يمر بال�ق�ة 

ال�ل:
حي�     ميل العمو�� 

  معا�لة الم���ى هي: 

(1)
 :C �لتعيين �يمة ال�اب

بالتعوي� في (1)

1x2 - )  هو   , )x y ��ا �ان ميل العمو�� لم���ى الدالة  f  ع�د �� �ق�ة علي�    5
,B 1 0^ h  ف�وجد معا�لة الم���ى علمًا ب��� يمر بال�ق�ة

84
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�و� �و� ومعا�لة م���ى �الة
Arc Length and Equation of Function Curve

المجموعة A تمارين مقالية

. ,0 3
18 B في ال�ترة ( )f x x5 2 3

= +  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (1)
. 1 4

58 B في ال�ترة f x x^ h  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (2)
. f في ال�ترة  x x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (3)

3 7 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (4)
1 3 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (5)

4 2
5 x و�مر بالن�طة  أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (6)

9
2

6
7 xsin و�مر بالن�طة  أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (7)

من�نى معادلة  ف�وجد   2 5 هو  ع�ي�   ��طة  أي  عند   f الدالة  من�نى  ع�ى  العمودي  ميل  كان  إذا   (8)
2 3 الدالة f إذا كان �مر بالن�طة 
f x x x لت�ن:   (9)

162
1 15 أوجد معادلة الدالة f إذا كان ل�ا ��طة ع�مى م��ية عند   

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 
 1 f في ال�ترة  x x  : f ول ال�و� من من�نى الدالة�  (1)

a  b 3 وحدة �ول. 
2 هو   

 2 6 2 و�مر بالن�طة  من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (2)
a  b  4 2 معادلتة: 2  

1 1 من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:  و�مر بالن�طة   (3)
a  b  2 2

3 3 معادلتة:   
f فإن x x x f A ��طة ع�ى من�نى الدالة  لت�ن   (4)

a  b  6 9 معادلة الدالة f هي 1  

نْ تمرَّ
6-3
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�و� �و� ومعا�لة م���ى �الة
Arc Length and Equation of Function Curve

المجموعة A تمارين مقالية

. 0 3
18 B في ال�ترة f x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (1)

. ,1 4
58 B في ال�ترة ( )f x x

3
1
7 4 2

3

= +^ h  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (2)
.6 f في ال�ترة @ x x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (3)

3 7 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (4)
1 3 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (5)

4 2
5 x و�مر بالن�طة  أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (6)

9
2

6
7 xsin و�مر بالن�طة  أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (7)

من�نى معادلة  ف�وجد   2 5 هو  ع�ي�   ��طة  أي  عند   f الدالة  من�نى  ع�ى  العمودي  ميل  كان  إذا   (8)
2 3 الدالة f إذا كان �مر بالن�طة 
f x x x لت�ن:   (9)

162
1 15 أوجد معادلة الدالة f إذا كان ل�ا ��طة ع�مى م��ية عند   

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 
 1 f في ال�ترة  x x  : f ول ال�و� من من�نى الدالة�  (1)

a  b 3 وحدة �ول. 
2 هو   

 2 6 2 و�مر بالن�طة  من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (2)
a  b  4 2 معادلتة: 2  

1 1 من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:  و�مر بالن�طة   (3)
a  b  2 2

3 3 معادلتة:   
f فإن x x x f A ��طة ع�ى من�نى الدالة  لت�ن   (4)

a  b  6 9 معادلة الدالة f هي 1  

نْ تمرَّ
6-3
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�و� �و� ومعا�لة م���ى �الة
Arc Length and Equation of Function Curve

المجموعة A تمارين مقالية

. 0 3
1 f في ال�ترة  x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (1)

. 1 4
5 f في ال�ترة  x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (2)

.6 f في ال�ترة @ x x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (3)
( , )A 3 7 x و�مر بالن�طة  x2 42

- + - ) هو:  , )x y أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�   (4)
1 3 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (5)

4 2
5 x و�مر بالن�طة  أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (6)

9
2

6
7 xsin و�مر بالن�طة  أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (7)

من�نى معادلة  ف�وجد   2 5 هو  ع�ي�   ��طة  أي  عند   f الدالة  من�نى  ع�ى  العمودي  ميل  كان  إذا   (8)
2 3 الدالة f إذا كان �مر بالن�طة 
f x x x لت�ن:   (9)

162
1 15 أوجد معادلة الدالة f إذا كان ل�ا ��طة ع�مى م��ية عند   

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 
 1 f في ال�ترة  x x  : f ول ال�و� من من�نى الدالة�  (1)

a  b 3 وحدة �ول. 
2 هو   

 2 6 2 و�مر بالن�طة  من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (2)
a  b  4 2 معادلتة: 2  

1 1 من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:  و�مر بالن�طة   (3)
a  b  2 2

3 3 معادلتة:   
f فإن x x x f A ��طة ع�ى من�نى الدالة  لت�ن   (4)

a  b  6 9 معادلة الدالة f هي 1  

نْ تمرَّ
6-3
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�و� �و� ومعا�لة م���ى �الة
Arc Length and Equation of Function Curve

المجموعة A تمارين مقالية

. 0 3
1 f في ال�ترة  x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (1)

. 1 4
5 f في ال�ترة  x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (2)

. f في ال�ترة  x x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (3)
3 7 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (4)
( , )A 1 3 x و�مر بالن�طة  x4 2 53

- + + ) هو:  , )x y أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�   (5)

4 2
5π` j و�مر بالن�طة x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (6)

9
2

6
7 xsin و�مر بالن�طة  أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (7)

من�نى معادلة  ف�وجد   2 5 هو  ع�ي�   ��طة  أي  عند   f الدالة  من�نى  ع�ى  العمودي  ميل  كان  إذا   (8)
2 3 الدالة f إذا كان �مر بالن�طة 
f x x x لت�ن:   (9)

162
1 15 أوجد معادلة الدالة f إذا كان ل�ا ��طة ع�مى م��ية عند   

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 
 1 f في ال�ترة  x x  : f ول ال�و� من من�نى الدالة�  (1)

a  b 3 وحدة �ول. 
2 هو   

 2 6 2 و�مر بالن�طة  من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (2)
a  b  4 2 معادلتة: 2  

1 1 من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:  و�مر بالن�طة   (3)
a  b  2 2

3 3 معادلتة:   
f فإن x x x f A ��طة ع�ى من�نى الدالة  لت�ن   (4)

a  b  6 9 معادلة الدالة f هي 1  

نْ تمرَّ
6-3
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�و� �و� ومعا�لة م���ى �الة
Arc Length and Equation of Function Curve

المجموعة A تمارين مقالية

. 0 3
1 f في ال�ترة  x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (1)

. 1 4
5 f في ال�ترة  x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (2)

. f في ال�ترة  x x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (3)
3 7 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (4)
1 3 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (5)

,A 4 2
5π-` j و�مر بالن�طة cos x2 ) هو:  , )x y أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�   (6)

9
2

6
7π` j و�مر بالن�طة xsin أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (7)

من�نى معادلة  ف�وجد   2 5 هو  ع�ي�   ��طة  أي  عند   f الدالة  من�نى  ع�ى  العمودي  ميل  كان  إذا   (8)
2 3 الدالة f إذا كان �مر بالن�طة 
f x x x لت�ن:   (9)

162
1 15 أوجد معادلة الدالة f إذا كان ل�ا ��طة ع�مى م��ية عند   

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 
 1 f في ال�ترة  x x  : f ول ال�و� من من�نى الدالة�  (1)

a  b 3 وحدة �ول. 
2 هو   

 2 6 2 و�مر بالن�طة  من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (2)
a  b  4 2 معادلتة: 2  

1 1 من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:  و�مر بالن�طة   (3)
a  b  2 2

3 3 معادلتة:   
f فإن x x x f A ��طة ع�ى من�نى الدالة  لت�ن   (4)

a  b  6 9 معادلة الدالة f هي 1  

نْ تمرَّ
6-3
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�و� �و� ومعا�لة م���ى �الة
Arc Length and Equation of Function Curve

المجموعة A تمارين مقالية

. 0 3
1 f في ال�ترة  x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (1)

. 1 4
5 f في ال�ترة  x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (2)

. f في ال�ترة  x x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (3)
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1 3 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (5)

4 2
5` j و�مر بالن�طة x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (6)

,A 9
2

6
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f x x x لت�ن:   (9)

162
1 15 أوجد معادلة الدالة f إذا كان ل�ا ��طة ع�مى م��ية عند   

المجموعة B تمارين موضوعية
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3 3 معادلتة:   
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a  b  6 9 معادلة الدالة f هي 1  

نْ تمرَّ
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�و� �و� ومعا�لة م���ى �الة
Arc Length and Equation of Function Curve
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4 2
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9
2

6
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المجموعة B تمارين موضوعية
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a  b 3 وحدة �ول. 
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 2 6 2 و�مر بالن�طة  من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (2)
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1 1 من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:  و�مر بالن�طة   (3)
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نْ تمرَّ
6-3
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32

�و� �و� ومعا�لة م���ى �الة
Arc Length and Equation of Function Curve

المجموعة A تمارين مقالية

. 0 3
1 f في ال�ترة  x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (1)

. 1 4
5 f في ال�ترة  x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (2)

. f في ال�ترة  x x x  : f أوجد �ول ال�و� من من�نى الدالة  (3)
3 7 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (4)
1 3 x و�مر بالن�طة  x أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (5)

4 2
5 x و�مر بالن�طة  أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (6)

9
2

6
7 xsin و�مر بالن�طة  أوجد معادلة من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�  هو:   (7)

من�نى معادلة  ف�وجد   2 5 هو  ع�ي�   ��طة  أي  عند   f الدالة  من�نى  ع�ى  العمودي  ميل  كان  إذا   (8)
2 3 الدالة f إذا كان �مر بالن�طة 
f x x x لت�ن:   (9)

162
1 15 أوجد معادلة الدالة f إذا كان ل�ا ��طة ع�مى م��ية عند   

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (4-1)، �للّ 
 ,0 16 ) في ال�ترة @ )f x x

3
1
1 4 2

3

= +^ h  : f ول ال�و� من من�نى الدالة�  (1)
a  b L وحدة �ول.  3

2
= هو   

 ( , )A 2 6 x و�مر بالن�طة  23
+ ) هو:  , )x y من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�   (2)

a  b  ( )f x x
x4 2 2

4

= + + معادلتة:   
( , )A 1 1 x و�مر بالن�طة  x- + ) هو:  , )x y من�نى الدالة f الذي مي�� عند أي ��طة ع�ي�   (3)

a  b  ( )f x x x x
2 2
3 3

2
=- + + معادلتة:   

) فإن ) :f x x x f3 12 92
= - +' ) ��طة ع�ى من�نى الدالة  , )A 1 3 لت�ن   (4)

a  b  ( )f x x x x6 9 13 2
= - + - معادلة الدالة f هي   

نْ تمرَّ
6-3

33

في التمارين (9-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.
2, هو: 3-6 ) في ال�ترة @ )f x

3
1

=  : f ول ال�و� من من�نى الدالة�  (5)
a  units7  b  units6  c  units5  d  unit1

0, هو: 26 ) في ال�ترة @ )f x x 3= -  : f ول ال�و� من من�نى الدالة�  (6)

a  units2  b  units2 2  c  units3 2  d  units
2
2

) هي  , )A 2 3 x و�مر بالن�طة  3- + ) هو:  , )x y معادلة من�نى الدالة الذي ميل العمودي ع�ي� عند أي ��طة   (7)
y ت�اوي:

a  x x
2
3 4

2

- + -  b  ln x3 3- +  c  x x
2
3 4

2

- + +  d  ln x33 - -

) هي: , )A 4 2- xx و�مر بالن�طة  32 - ) هو:  , )x y معادلة من�نى الدالة الذي مي�� عند أي ��طة   (8)
a  x x2 22 3

+ -  b  x x22 3
-  c  x x2 22 3

- -  d  x x
2
2 2

2
3

- +

f فإن الن�طة ال�رجة الأ�رى  x x f 20 ��طة حرجة لمن�نى الدالة  إذا كا�ت الن�طة   (9)
ل�دالة f هي:

a  2 0  b  0 2  c  1 1  d  1 1
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المعادلات التفاضلية

6-4

سوف تتعلم
 حل المعا��� التفاضلية من  •

الرتبة الأولى.
 حل المعا��� التفاضلية من  •

الرتبة ال�ا�ية.

المفر�ا� والم��ل�ا�:
معا�لة تفاضلية •

Differential Equation

المعا��� التفاضلية
Differential Equations

�ع�ا �فكر و�ت�ا��
y f x كما ��ي:   لت�ن الدالة f معرفة ع�ى 

y f x y ل�دالة  أوجد الم�ت�� من الرتبة الأولى   a
y y y ت���ان المعادلة:   y أثبت أن   b

� 4 لن��ذ الدالة g المعرفة ع�ى  كما ��ي:    c
. x م�ت��ة عن المتغير y y أوجد علا�ة بين 

تعريف (1)
المعا��� التفاضلية: هي معا��� ت�تو� على �الةّ مجهولة وبع� مشتقاتها.

. ( )xf �ست�د� عا�ة y بدً� من 

تعريف (2)
رتبة المعا�لة التفاضلية هي �على رتبة لمشتقة �الة موجو�ة في ه�� المعا�لة.

: فم�لا�
y هي معادلات ت�ا��ية من الرتبة الأولى. y x  � y  � y xy

y هي معادلات ت�ا��ية من الرتبة ال�ا�ية. xy y  � y
y هي لي�ت بمعادلة ت�ا��ية. x ول�ن 

تعريف (3)
�رجة المعا�لة التفاضلية: هي ��بر �� لأعلى المشتقا� رتبة.

: فم�لا�
y هي معادلة ت�ا��ية من الدرجة الأولى. y y

y هي معادلة ت�ا��ية من الدرجة ال�ا�ية. y
x

y هي معادلة ت�ا��ية من الدرجة ال�ال�ة. x y
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المعا��� التفاضلية: هي معا��� ت�تو� على �الةّ مجهولة وبع� مشتقاتها.

. �ست�د� عا�ة y بدً� من 

تعريف (2)
رتبة المعا�لة التفاضلية هي �على رتبة لمشتقة �الة موجو�ة في ه�� المعا�لة.
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y هي معادلات ت�ا��ية من الرتبة الأولى. y x  � y  � y xy

y هي معادلات ت�ا��ية من الرتبة ال�ا�ية. xy y  � y
y هي لي�ت بمعادلة ت�ا��ية. x ول�ن 

تعريف (3)
�رجة المعا�لة التفاضلية: هي ��بر �� لأعلى المشتقا� رتبة.

: فم�لا�
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y f x y ل�دالة  أوجد الم�ت�� من الرتبة الأولى   a
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� 4 لن��ذ الدالة g المعرفة ع�ى  كما ��ي:    c
. x م�ت��ة عن المتغير y y أوجد علا�ة بين 

تعريف (1)
المعا��� التفاضلية: هي معا��� ت�تو� على �الةّ مجهولة وبع� مشتقاتها.

. �ست�د� عا�ة y بدً� من 

تعريف (2)
رتبة المعا�لة التفاضلية هي �على رتبة لمشتقة �الة موجو�ة في ه�� المعا�لة.

: فم�لا�
y هي معادلات ت�ا��ية من الرتبة الأولى. y x  � y  � y xy

y هي معادلات ت�ا��ية من الرتبة ال�ا�ية. xy y  � y
y هي لي�ت بمعادلة ت�ا��ية. x ول�ن 

تعريف (3)
�رجة المعا�لة التفاضلية: هي ��بر �� لأعلى المشتقا� رتبة.

: فم�لا�
y هي معادلة ت�ا��ية من الدرجة الأولى. y y

y هي معادلة ت�ا��ية من الدرجة ال�ا�ية. y
x

y هي معادلة ت�ا��ية من الدرجة ال�ال�ة. x y
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تدري�:
أكمل الجدول التالي م�دّد�ا رتبة ودرجة كل معادلة من المعادلات الت�ا��ية في�.

المعا�لة التفاضلية الرتبة الدرجة

'y y5=

'y x
y
42

=

'' 'y y xy5= +

'' 'y y1
2 3
= +^ ^h h

''' 'y y x2 3
= +^ h

حل المعادلات الت�ا��ية هو إ�جاد دوال ت��� مع م�ت�ات�ا هذ� المعادلات.
وسن�تصر في دراستنا ع�ى حل معادلات ت�ا��ية من الدرجة الأولى.

y xy y هي حل للمعا�لة التفاضلية:   �ثب� �ن الدالة: 
ال�ل:

y �وجد المشتقة من الدرجة الأولى: 
y x  
x x عوّ�  ,y بقيمتيهما في المعا�لة التفاضلية 

y xy الدالة  هي حل للمعا�لة التفاضلية: 

y y y هي حل للمعا�لة:  �ثب� �نّ الدالة:   1

هنا� بعض ال�واعد التي ت�اعد في حل معادلات ت�ا��ية من الدرجة الأولى.

y f x dx y حلها يكون على ال�ورة:  f x Ι المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى التي على ال�ورة 

87

مثال 1

تدري�:
أكمل الجدول التالي م�دّد�ا رتبة ودرجة كل معادلة من المعادلات الت�ا��ية في�.

المعا�لة التفاضلية الرتبة الدرجة

y y

y x
y

y y xy

y y

y y x

حل المعادلات الت�ا��ية هو إ�جاد دوال ت��� مع م�ت�ات�ا هذ� المعادلات.
وسن�تصر في دراستنا ع�ى حل معادلات ت�ا��ية من الدرجة الأولى.

'y xy2 0- = 2 هي حل للمعا�لة التفاضلية:  

ey x
= �ثب� �ن الدالة: 

ال�ل:
y �وجد المشتقة من الدرجة الأولى: 
y x  
x x عوّ�  ,y بقيمتيهما في المعا�لة التفاضلية 

y xy الدالة  هي حل للمعا�لة التفاضلية: 

y y y هي حل للمعا�لة:  �ثب� �نّ الدالة:   1

هنا� بعض ال�واعد التي ت�اعد في حل معادلات ت�ا��ية من الدرجة الأولى.

y f x dx y حلها يكون على ال�ورة:  f x Ι المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى التي على ال�ورة 

87
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حاول أن تحل1

تدري�:
أكمل الجدول التالي م�دّد�ا رتبة ودرجة كل معادلة من المعادلات الت�ا��ية في�.

المعا�لة التفاضلية الرتبة الدرجة

y y

y x
y

y y xy

y y

y y x

حل المعادلات الت�ا��ية هو إ�جاد دوال ت��� مع م�ت�ات�ا هذ� المعادلات.
وسن�تصر في دراستنا ع�ى حل معادلات ت�ا��ية من الدرجة الأولى.

y xy y هي حل للمعا�لة التفاضلية:   �ثب� �ن الدالة: 
ال�ل:

y �وجد المشتقة من الدرجة الأولى: 
y x  
x x عوّ�  ,y بقيمتيهما في المعا�لة التفاضلية 

y xy الدالة  هي حل للمعا�لة التفاضلية: 

y y3 3+ =' ey هي حل للمعا�لة:  2 13x
= + �ثب� �نّ الدالة:   1

هنا� بعض ال�واعد التي ت�اعد في حل معادلات ت�ا��ية من الدرجة الأولى.

y f x dx y حلها يكون على ال�ورة:  f x Ι المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى التي على ال�ورة 
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تدري�:
أكمل الجدول التالي م�دّد�ا رتبة ودرجة كل معادلة من المعادلات الت�ا��ية في�.

المعا�لة التفاضلية الرتبة الدرجة

y y

y x
y

y y xy

y y

y y x
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x x عوّ�  ,y بقيمتيهما في المعا�لة التفاضلية 

y xy الدالة  هي حل للمعا�لة التفاضلية: 

y y y هي حل للمعا�لة:  �ثب� �نّ الدالة:   1

هنا� بعض ال�واعد التي ت�اعد في حل معادلات ت�ا��ية من الدرجة الأولى.

( )y f x dx= # ) حلها يكون على ال�ورة:  )'y f x= Ι المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى التي على ال�ورة 

87
'y x3 12
= - حل المعا�لة: 

ال�ل:
 y y �كامل  لإيجا� 

3 1 �بّ� ال�الة
C ثاب� حي� 

y x x حل المعا�لة:   2

x ، التي ت�ق�  ع�د  3 1 حل المعا�لة: 
ال�ل: 

3 1

C عوّ� عن x ب� 1 وعن y ب� 2 
C
y x x

x y ع�د  ، والتي ت�ق�  حل المعا�لة:   3

dx يتم 
dy g x h y ΙΙ بع� المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى ت�و� المت�يرين: x , y على ال�ورة: 

حلها ب�ريقة ف�ل المت�يرا� بال�ورة التالية:

h y dy g x dx

.y �و�كامل ال�رفين و�وً� �لى حل المعا�لة التفاضلية وهو �يجا

حل المعا��� التفاضلية التالية:
a  y xy  b  y y

88

مثال 2

حاول أن تحل2

حل المعا�لة: 
ال�ل:

 y y �كامل  لإيجا� 
3 1 �بّ� ال�الة

C ثاب� حي� 

'y x x7 9 12
= + - حل المعا�لة:   2

x ، التي ت�ق�  ع�د  3 1 حل المعا�لة: 
ال�ل: 

3 1

C عوّ� عن x ب� 1 وعن y ب� 2 
C
y x x

x y ع�د  ، والتي ت�ق�  حل المعا�لة:   3

dx يتم 
dy g x h y ΙΙ بع� المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى ت�و� المت�يرين: x , y على ال�ورة: 

حلها ب�ريقة ف�ل المت�يرا� بال�ورة التالية:

h y dy g x dx

.y �و�كامل ال�رفين و�وً� �لى حل المعا�لة التفاضلية وهو �يجا

حل المعا��� التفاضلية التالية:
a  y xy  b  y y

88
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كراسة التمارين

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

'' 'y y xx 22- + = y هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  e3 x
= أثبت أن الدالة:   (1)

y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
''y y e2 x+ = y هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  ex= أثبت أن الدالة:   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
x 1= y  عند   4= y'    التي ت���     x x 22

= + +  (3)
xy x  (4)

y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)
y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

'xy x1 2
= -  (4)

y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)
y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  
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مثال 3

حاول أن تحل3

حل المعا�لة: 
ال�ل:

 y y �كامل  لإيجا� 
3 1 �بّ� ال�الة

C ثاب� حي� 

y x x حل المعا�لة:   2

x 1= y ع�د  2= ، التي ت�ق�  'y x3 12
= - حل المعا�لة: 

# ال�ل: 
3 1

C عوّ� عن x ب� 1 وعن y ب� 2 
C
y x x

x y ع�د  ، والتي ت�ق�  حل المعا�لة:   3

dx يتم 
dy g x h y ΙΙ بع� المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى ت�و� المت�يرين: x , y على ال�ورة: 

حلها ب�ريقة ف�ل المت�يرا� بال�ورة التالية:

h y dy g x dx

.y �و�كامل ال�رفين و�وً� �لى حل المعا�لة التفاضلية وهو �يجا

حل المعا��� التفاضلية التالية:
a  y xy  b  y y

88

حل المعا�لة: 
ال�ل:

 y y �كامل  لإيجا� 
3 1 �بّ� ال�الة

C ثاب� حي� 

y x x حل المعا�لة:   2

x ، التي ت�ق�  ع�د  3 1 حل المعا�لة: 
ال�ل: 

3 1

C عوّ� عن x ب� 1 وعن y ب� 2 
C
y x x

x 1= y ع�د  5= ، والتي ت�ق�  'y x x8 3 43 2
= - + حل المعا�لة:   3

dx يتم 
dy g x h y ΙΙ بع� المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى ت�و� المت�يرين: x , y على ال�ورة: 

حلها ب�ريقة ف�ل المت�يرا� بال�ورة التالية:

h y dy g x dx

.y �و�كامل ال�رفين و�وً� �لى حل المعا�لة التفاضلية وهو �يجا

حل المعا��� التفاضلية التالية:
a  y xy  b  y y

88

حل المعا�لة: 
ال�ل:

 y y �كامل  لإيجا� 
3 1 �بّ� ال�الة

C ثاب� حي� 

y x x حل المعا�لة:   2

x ، التي ت�ق�  ع�د  3 1 حل المعا�لة: 
ال�ل: 

3 1

C عوّ� عن x ب� 1 وعن y ب� 2 
C
y x x

x y ع�د  ، والتي ت�ق�  حل المعا�لة:   3

) يتم  ) ( )dx
dy g x h y:= ΙΙ بع� المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى ت�و� المت�يرين: x , y على ال�ورة: 

حلها ب�ريقة ف�ل المت�يرا� بال�ورة التالية:

( )
( )h y dy g x dx1

=

.y �و�كامل ال�رفين و�وً� �لى حل المعا�لة التفاضلية وهو �يجا

حل المعا��� التفاضلية التالية:
a  y xy  b  y y

88
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مثال 4

حل المعا�لة: 
ال�ل:

 y y �كامل  لإيجا� 
3 1 �بّ� ال�الة

C ثاب� حي� 

y x x حل المعا�لة:   2

x ، التي ت�ق�  ع�د  3 1 حل المعا�لة: 
ال�ل: 

3 1

C عوّ� عن x ب� 1 وعن y ب� 2 
C
y x x

x y ع�د  ، والتي ت�ق�  حل المعا�لة:   3

dx يتم 
dy g x h y ΙΙ بع� المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى ت�و� المت�يرين: x , y على ال�ورة: 

حلها ب�ريقة ف�ل المت�يرا� بال�ورة التالية:

h y dy g x dx

.y �و�كامل ال�رفين و�وً� �لى حل المعا�لة التفاضلية وهو �يجا

حل المعا��� التفاضلية التالية:
a  y xy  b  y y

88

حل المعا�لة: 
ال�ل:

 y y �كامل  لإيجا� 
3 1 �بّ� ال�الة

C ثاب� حي� 

y x x حل المعا�لة:   2

x ، التي ت�ق�  ع�د  3 1 حل المعا�لة: 
ال�ل: 

3 1

C عوّ� عن x ب� 1 وعن y ب� 2 
C
y x x

x y ع�د  ، والتي ت�ق�  حل المعا�لة:   3

dx يتم 
dy g x h y ΙΙ بع� المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى ت�و� المت�يرين: x , y على ال�ورة: 

حلها ب�ريقة ف�ل المت�يرا� بال�ورة التالية:

h y dy g x dx

.y �و�كامل ال�رفين و�وً� �لى حل المعا�لة التفاضلية وهو �يجا

حل المعا��� التفاضلية التالية:
a  'y xy2 0- =  b  y y

88

حل المعا�لة: 
ال�ل:

 y y �كامل  لإيجا� 
3 1 �بّ� ال�الة

C ثاب� حي� 

y x x حل المعا�لة:   2

x ، التي ت�ق�  ع�د  3 1 حل المعا�لة: 
ال�ل: 

3 1

C عوّ� عن x ب� 1 وعن y ب� 2 
C
y x x

x y ع�د  ، والتي ت�ق�  حل المعا�لة:   3

dx يتم 
dy g x h y ΙΙ بع� المعا��� التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى ت�و� المت�يرين: x , y على ال�ورة: 

حلها ب�ريقة ف�ل المت�يرا� بال�ورة التالية:

h y dy g x dx

.y �و�كامل ال�رفين و�وً� �لى حل المعا�لة التفاضلية وهو �يجا

حل المعا��� التفاضلية التالية:
a  y xy  b  'y y4=

88

حاول أن تحل4

ال�ل:
a  y xy

dx
dy xy y dx

dy

dx
dy xy

y
dy x dx ف�ل المت�يرا�

y
dy x dx f x

df x f x C  �امل ال�رفين   
y x C

ey e e y y ex
y e e
y ke e k

b  y y

dx
dy y y dx

dy

dy dxy ف�ل المت�يرا�

y
dy dx �امل ال�رفين 
y x C
y e
y e e  e k
y k e

dx
dy

x
y2

= حل المعا�لة التفاضلية:   4

. 0 حلولها هي  حي�  ΙΙΙ المعا��� التفاضلية على ال�ورة  حي� 

�م�ن تو�ي� ذل� كالتالي:
y ay

aydx
dy

y
dy a dx

y
dy a dx

y e e e
y e e
y ke k e ثاب� 

89
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مثال 5

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
x 1= y عند   1= xy'     التي ت���     y4=  (5)

y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  

ال�ل:
a  y xy

dx
dy xy y dx

dy

dx
dy xy

y
dy x dx ف�ل المت�يرا�

y
dy x dx f x

df x f x C  �امل ال�رفين   
y x C

ey e e y y ex
y e e
y ke e k

b  y y

dx
dy y y dx

dy

dy dxy ف�ل المت�يرا�

y
dy dx �امل ال�رفين 
y x C
y e
y e e  e k
y k e

dx
dy

x
y حل المعا�لة التفاضلية:   4

.k R
*

! ey حي�  k ax
= a حلولها هي  0! y حي�  ay=' ΙΙΙ المعا��� التفاضلية على ال�ورة 

�م�ن تو�ي� ذل� كالتالي:
y ay

aydx
dy

y
dy a dx

y
dy a dx

y e e e
y e e
y ke k e ثاب� 

89

x 0= y ع�د  2= y' ��ا �ان  y4= �وجد حلا� للمعا�لة: 
ال�ل:

 ΙΙΙ �بّ� القاعدة  

x بالقيم المع�اة y عوّ� عن 
1

�وجد حلا� للمعا�لة:  ��ا �ان  ع�د   5

a تكون حلولها:  b المعا��� التفاضلية على ال�ورة  حي�   IV

y y حلّ المعا�لة:   a
x y ع�د  �وجد ال�ل ال�� ي�ق�   b

ال�ل:
a ا�ت� المعا�لة على الشكل   

y y

IV �بّ� القاعدة  
b عوّ�  بقيمتيهما 

x y ع�د  ، ثم �وجد ال�ل ال�� ي�ق�  y y حل المعا�لة   6

90

حاول أن تحل5

x y ع�د  y ��ا �ان  y �وجد حلا� للمعا�لة: 
ال�ل:

 ΙΙΙ �بّ� القاعدة  

x بالقيم المع�اة y عوّ� عن 
1

x 0= y ع�د  3= y ��ا �ان  y' 2= - �وجد حلا� للمعا�لة:   5

a تكون حلولها:  b المعا��� التفاضلية على ال�ورة  حي�   IV

y y حلّ المعا�لة:   a
x y ع�د  �وجد ال�ل ال�� ي�ق�   b

ال�ل:
a ا�ت� المعا�لة على الشكل   

y y

IV �بّ� القاعدة  
b عوّ�  بقيمتيهما 

x y ع�د  ، ثم �وجد ال�ل ال�� ي�ق�  y y حل المعا�لة   6

90
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34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

'y y3=  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
'y y5=  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
y y  (7)

x 2= y  عند   4= y'     التي ت���     y2 5 0- =  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
x 0= y  عند   2= y'    التي ت���     y2 0+ =  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  
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مثال 6

حاول أن تحل6

x y ع�د  y ��ا �ان  y �وجد حلا� للمعا�لة: 
ال�ل:

 ΙΙΙ �بّ� القاعدة  

x بالقيم المع�اة y عوّ� عن 
1

�وجد حلا� للمعا�لة:  ��ا �ان  ع�د   5

ey k a
bax

= - a, تكون حلولها:  b0 0! ! y حي�  ay b= +' المعا��� التفاضلية على ال�ورة   IV

y y حلّ المعا�لة:   a
x y ع�د  �وجد ال�ل ال�� ي�ق�   b

ال�ل:
a ا�ت� المعا�لة على الشكل   

y y

IV �بّ� القاعدة  
b عوّ�  بقيمتيهما 

x y ع�د  ، ثم �وجد ال�ل ال�� ي�ق�  y y حل المعا�لة   6

90

x y ع�د  y ��ا �ان  y �وجد حلا� للمعا�لة: 
ال�ل:

 ΙΙΙ �بّ� القاعدة  

x بالقيم المع�اة y عوّ� عن 
1

�وجد حلا� للمعا�لة:  ��ا �ان  ع�د   5

a تكون حلولها:  b المعا��� التفاضلية على ال�ورة  حي�   IV

'y y2 1+ = حلّ المعا�لة:   a
x 1= - y ع�د  2= �وجد ال�ل ال�� ي�ق�   b

ال�ل:
a ا�ت� المعا�لة على الشكل   

y y

IV �بّ� القاعدة  
b عوّ�  بقيمتيهما 

x y ع�د  ، ثم �وجد ال�ل ال�� ي�ق�  y y حل المعا�لة   6

90

x y ع�د  y ��ا �ان  y �وجد حلا� للمعا�لة: 
ال�ل:

 ΙΙΙ �بّ� القاعدة  

x بالقيم المع�اة y عوّ� عن 
1

�وجد حلا� للمعا�لة:  ��ا �ان  ع�د   5

a تكون حلولها:  b المعا��� التفاضلية على ال�ورة  حي�   IV

y y حلّ المعا�لة:   a
x y ع�د  �وجد ال�ل ال�� ي�ق�   b

ال�ل:
a ا�ت� المعا�لة على الشكل   

y y

IV �بّ� القاعدة  
b عوّ�  بقيمتيهما 

x 0= y ع�د  3= ، ثم �وجد ال�ل ال�� ي�ق�  'y y3 2 4- = حل المعا�لة   6

90
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كراسة التمارين

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

'y y 1= +  (10)
x y  عند    3 y التي ت���   y1  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x
4
1

= y  عند   
4
3

= y' التي ت���   y
2
1

4 1+ =  (11)
y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)

y  (13)
y x  (14)

y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)
x 0= y  عند    2= y'    التي ت���     y2 4+ =  (12)

y  (13)
y x  (14)

y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  
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كراسة التمارين

مثال 7

حاول أن تحل7

( )''y f x= V المعا��� التفاضلية على ال�ورة: 
( ) ( )' Cy f x dx F x 1= = +# يتم حل ه�� المعا��� ب��وتين: 
( ) Cy F x dx1= +^ h# ثم 

''y x x حل المعا�لة: 
ال�ل:

'y x x dx �كت�:
C'y x x �امل

Cy x x dx d'y y x

C Cy x x x �امل

y x x3 6 حل المعا�لة:   7

a cay حي� a, b, c �عدا� حقيقية و0 by y 0 VI المعا��� التفاضلية على ال�ورة: 
cay by y 0 car تسمى المعا�لة المميزة للمعا�لة التفاضلية:  br 0 المعا�لة: 

تقبل ال�تائ� التالية:

 C e C er x r ف�ن حل المعا�لة التفاضلية هو:  r ��ا �ان للمعا�لة المميزة حليّن حقيقيين  a
C C حي� 

C C ey x rx r ف�ن حل المعا�لة التفاضلية هو:  r ��ا �ان للمعا�لة المميزة حلا� حقيقي�ا (مكررًا)  b
C C حي� 

r ف�ن حل المعا�لة التفاضلية هو: i r i ��ا �ان للمعا�لة المميزة حليّن ت�يليين   c

C C ey  حي�  x xC Cx

91

y f x V المعا��� التفاضلية على ال�ورة: 
Cy f x dx F x يتم حل ه�� المعا��� ب��وتين: 

Cy F x dx ثم 

''y x x3 22
= - حل المعا�لة: 

ال�ل:
'y x x dx �كت�:

C'y x x �امل
Cy x x dx d'y y x

C Cy x x x �امل

y x x3 6 حل المعا�لة:   7

a cay حي� a, b, c �عدا� حقيقية و0 by y 0 VI المعا��� التفاضلية على ال�ورة: 
cay by y 0 car تسمى المعا�لة المميزة للمعا�لة التفاضلية:  br 0 المعا�لة: 

تقبل ال�تائ� التالية:

 C e C er x r ف�ن حل المعا�لة التفاضلية هو:  r ��ا �ان للمعا�لة المميزة حليّن حقيقيين  a
C C حي� 

C C ey x rx r ف�ن حل المعا�لة التفاضلية هو:  r ��ا �ان للمعا�لة المميزة حلا� حقيقي�ا (مكررًا)  b
C C حي� 

r ف�ن حل المعا�لة التفاضلية هو: i r i ��ا �ان للمعا�لة المميزة حليّن ت�يليين   c

C C ey  حي�  x xC Cx

91

y f x V المعا��� التفاضلية على ال�ورة: 
Cy f x dx F x يتم حل ه�� المعا��� ب��وتين: 

Cy F x dx ثم 

''y x x حل المعا�لة: 
ال�ل:

'y x x dx �كت�:
C'y x x �امل

Cy x x dx d'y y x

C Cy x x x �امل

''y x x3 62
= - + حل المعا�لة:   7

a cay حي� a, b, c �عدا� حقيقية و0 by y 0 VI المعا��� التفاضلية على ال�ورة: 
cay by y 0 car تسمى المعا�لة المميزة للمعا�لة التفاضلية:  br 0 المعا�لة: 

تقبل ال�تائ� التالية:

 C e C er x r ف�ن حل المعا�لة التفاضلية هو:  r ��ا �ان للمعا�لة المميزة حليّن حقيقيين  a
C C حي� 

C C ey x rx r ف�ن حل المعا�لة التفاضلية هو:  r ��ا �ان للمعا�لة المميزة حلا� حقيقي�ا (مكررًا)  b
C C حي� 

r ف�ن حل المعا�لة التفاضلية هو: i r i ��ا �ان للمعا�لة المميزة حليّن ت�يليين   c

C C ey  حي�  x xC Cx

91

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
'' xsiny 4 4=-  (13)
y x  (14)

y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  
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34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)
''y x6 8= -  (14)

y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
y y حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

y عند  0 أوجد ال�ل الذي ����   (b)  

34

نْ تمرَّ
6-4

المعا��� التفاضلية
Differential Equation

المجموعة A تمارين مقالية

y y xx 3 هي حل ل�معادلة الت�ا��ية  أثبت أن الدالة:   (1)
y y e أثبت أن الدالة:  هي حل ل�معادلة الت�ا��ية   (2)

في التمارين (19-3)، حلّ المعا��� التفاضلية التالية:
y  عند  1 y    التي ت���     x x  (3)

xy x  (4)
y عند  1 xy     التي ت���     y  (5)

y y  (6)
y y  (7)

y  عند  2 y     التي ت���     y  (8)
y  عند  0 y    التي ت���     y  (9)

y y  (10)
x y  عند    y التي ت���   y  (11)

y  عند   0 y    التي ت���     y  (12)
y  (13)

y x  (14)
y y y  (15)
y y y  (16)

    y y  (17)
y y y  (18)

 yy y  (19)
'y y2 0+ = حل المعادلة الت�ا��ية:   (a)  (20)

x 0= y عند  
2
1

= أوجد ال�ل الذي ����   (b)  
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35

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (7-1)، �للّ 
a  b x من الرتبة ال�ال�ة والدرجة الأولى.  y y y المعادلة الت�ا��ية التالية:   (1)
a  b y من الرتبة ال�ا�ية والدرجة الأولى.  yx المعادلة الت�ا��ية التالية:   (2)
a  b  y y فإن  y y عند 0 و  إذا كان   (3)
a  b  y y فإن  y y عند 0 و  إذا كان   (4)
a  b  y c cx x y فإن  y y إذا كان   (5)
a  b  y c cx x y فإن  y إذا كان   (6)
a  b   y ec e c y فإن  y إذا كان   (7)

في التمارين (14-8)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.
'' من:

xy
y x2

3

2

=
+^ h المعادلة الت�ا��ية التالية:   (8)

b الرتبة ال�ا�ية والدرجة الأولى. a الرتبة الأولى والدرجة ال�ا�ية. 

d الرتبة الأولى والدرجة الأولى. c الرتبة ال�ا�ية والدرجة ال�ا�ية. 

x هو: 1= y عندما  2=- dx الذي ����  xdy
2= حل المعادلة الت�ا��ية   (9)

a  y x 32
= +  b  y x 32

= -

c  y x
2
3

2

= -  d  y x
2
3

2

= +

y'' فإنّ: x x2 32
= + إذا كان   (10)

a  y cx x
3
2

2
33 2

= + +  b  y x x
3
2

2
3 23

= +

c  y c x cx x1 1
6 2
4 3

= + + +1 2  d  y c xx x1 1
6 2
4 3

= + + 1

x هو: 5= y عند  3= y' الذي ����  y2 1+ = حل المعادلة الت�ا��ية   (11)
a  y e2 2

5

=  b  y
e
2

2
5=

c  y e2 12
1

2
5x

= +
- +c m  d  y e2 12

1
2
5x

= +
- -c m

y فإنّ: y y إذا كان   (12)
a  y c c  b  y c c
c  y c c  d  y c c

35

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و  في التمارين (7-1)، �للّ 
a  b '' من الرتبة ال�ال�ة والدرجة الأولى.  ''x y y y 02 2

+ + =^ h المعادلة الت�ا��ية التالية:   (1)
a  b y' من الرتبة ال�ا�ية والدرجة الأولى.  yx2 0

2
+ =^ h المعادلة الت�ا��ية التالية:   (2)

a  b  y
4
1

4
12x

= +
-e y' فإن  y2 0+ = x و  0= y عند 

2
1

= إذا كان   (3)
a  b  y 2

x
=

-e y' فإن  y 2+ = x و  0= y عند  1= إذا كان   (4)
a  b  y c cx x^ h y فإن  y y إذا كان   (5)
a  b  y c cx x y فإن  y إذا كان   (6)
a  b   y ec e c y فإن  y إذا كان   (7)

في التمارين (14-8)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.
xy من:

y x المعادلة الت�ا��ية التالية:   (8)
b الرتبة ال�ا�ية والدرجة الأولى. a الرتبة الأولى والدرجة ال�ا�ية. 

d الرتبة الأولى والدرجة الأولى. c الرتبة ال�ا�ية والدرجة ال�ا�ية. 

dx الذي ���� 2 عندما 1 هو: xdy حل المعادلة الت�ا��ية   (9)
a  y x  b  y x
c  y x  d  y x

y فإنّ: x x إذا كان   (10)
a  y cx x  b  y x x

c  y c x cx x  d  y c xx x

y الذي ���� 3 عند 5 هو: y حل المعادلة الت�ا��ية   (11)
a  y e  b  y

e
c  y e  d  y e

y فإنّ: y y إذا كان   (12)
a  y c c  b  y c c
c  y c c  d  y c c

موضوعي


