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القطع المكافئ

و�وض� الجدول التالي وضعية الم�تو� بالن��ة �ل� الراس� �و �ل� المحور.
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وضع 
المستوى

المستوى مواز� لراسم
و� يحوي�

المستوى ليس عمودي�ا على المحور
وليس موازيًا لأي راسم

المستوى مواز� للمحور
و� يحوي�

قطع زائدقطع �اق�قطع مكاف�القطع النات�

Parabola القطع المكاف� 
تعلمنا الكثير �� القطوع المكاف�ة نلخص ما �رفنا� في التعر�� التالي:
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الدليل
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تعريف: القطع المكاف�
القطع المكاف� هو مجموعة كل النقا� في المستوى المتساوية البعدين 

عن �قطة ثابتة معطاة (البؤرة) وعن مستقيم ثاب� معطى (الدليل).

في الو�� ال�ندسي� النقطة المعطاة �ي بؤرة القطع المكافئ� والخ� الم�تقي� �و الدليل�
(ان�ر �ل� الشكل المجاور).

�مك� توضي� ��:

  �� تماثل القطع المكاف� هو المستقيم العمودي على الدليل مارًا بالبؤرة ويسمى محور القطع المكاف�
.   ر�� القطع المكاف� هو �قطة تقا�ع المحور مع المنحنى وه�� النقطة في منت�ف المسافة بين البؤرة والدليل

المثال التوضيحي التالي ��ي�� استنتا� معادلة القطع المكافئ باستخدام تعر�� القطع المكافئ ال�� ر�س� نقطة ا��ل.
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رأس القطعمثال  1

ت�كر:
�ا�و� المسافة بين �قطتين في 

المستوى:
AB x x y y2 2

- -= +B BA A^ ^h h

ت�كر:
2x x x2

= =
2^ h

x py42
= F, معادلت� هي:  p0^ h �ا�تنت� �� القطع المكاف� ال�� ر��� �قطة ا��ل وبؤرت

الحل:
( , )F p0 a  ر�� القطع المكاف� �قطة ا��ل وبؤرت� 

y p= - `  معادلة دلي�� 
من تعريف القطع المكاف�:

.y p= - ) وعن المستقيم  , )F p0 M, متساوية البعدين عن  x y^ h
y وحدة �و� p+| | y هو  p= - بعد النقطة M عن المستقيم 

2 وحدة �و� 2x y p+ -( ) ) هي  , )F p0 M, �ل�  x y^ h المسافة من
من تعريف القطع المكاف�:

y p x y p 22+ = + -^_ h i
y y pp x2 2 22+ = + -^_ h i بتربيع كل من الطرفين
y y pp x2 2 2
+ = + -^ ^h h

y py p x y py p2 22 2 2 2 2+ + = + - + بت�كي� كل من الطرفين
x py42 = تبسي�

p 01 شكل (b) حي� 

y p= -

x

y

( , )F p0

( , )M x y

H

y p= - H

x

y

p 02 شكل (a) حي� 

( , )F p0

( , )M x y

) يقع في منت�ف المسافة , )0 0 �ح� �� الر�� 
بين البؤرة والدليل في كل من الحالتين.

y p= - دلي��  ومعادلة   ,F p0^ h وبؤرت�  ا��ل  �قطة  ر���  ال��  المكاف�  القطع  معادلة 
x py42
= هي 

 x p= - F, ومعادلة دلي��  p 0^ h �ويمكن ا�تنتا� معادلة القطع المكاف� ال�� ر��� �قطة ا��ل وبؤرت
. y px42
= هي 
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قطع مكاف� ر��� �قطة ا��ل (0 ,0)

y 42
= px x 42

= py ال�ورة العامة
�لى اليمين �� �لى اليسار �لى �على �� �لى ��فل الفتحة

,p 0^ h , p0^ h البؤرة

x = - p y = - p الدليل

x axis-^ h محور السينات y axis-^ h محور ال�ادات محور التنا��

p

المسافة من 
ال��� �لى البؤرة

المسافة من 
ال��� �لى الدليل

p 02 p 01 p 02 p 01 p �شارة 

x p= -

( , )p 0

y

x

x p= -0
( , )p 0

y

x

y p= -

( , )p0

y

x

y p= -

( , )p0

y

x الشكل

��جد معادلة القطع المكاف� ال��:
 ,F 4 0^ h �ر��� �قطة ا��ل ��ؤرت  a

-2
-2-4

-4

-6

-8

x

y

2

2

4

4

6

6
8

4( 0),F

شكل توضيحي

يل
دل
ال

 y 3= F, �دليل� المستقيم:  0 3-^ h �ؤرت�  b
الحل:

,0 0^ h ال���: �قطة ا��ل  a
4 تنتمي �لى الجزء الموجب من محور السينات  , 0F^ h :البؤرة   a

x (مستقيم ر��ي) 4= - ، معادلة الدليل:  p 4=

y 42
= px `   معادلة القطع المكاف� هي على ال�ورة  

y x162
= معادلة القطع المكاف� هي: 
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0 ,F p3 3(- = -^ h a   البؤرة:   b
y (مستقيم �فقي) 3= معادلة الدليل: 

-2
-2

2
4

-4 4 6 82

-4
-6

-6-8

y

x

( , )F 0 3-

شكل توضيحي

الدليل
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�و�د البؤرة ومعادلة الدليل لقطع مكاف� ، ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا ل��ا القطع في كل مما يلي:
x y22
= - المعادلة:   a

3
1 y x2

= المعادلة:   b
الحل:

y
2
1

=

-1
-1

-2-3 2 31

-2

-3

y

x

شكل القطع المكاف�

F

a  المعادلة المعطاة للقطع المكاف� على ال�ورة:   a

x 42
= py

x y22
= -   , y axis- محور التماثل هو 

,p p p4 2 2
1

0(` 1= - = -

, ,F p F0 0 2
1

= -^ ah k `  البؤرة:

y p y 2
1

(= - = - -a k :معادلة الدليل

y 2
1

=

104

0 ,F p3 3(- = -^ h a   البؤرة:   b
y (مستقيم �فقي) 3= معادلة الدليل: 

-2
-2

2
4

-4 4 6 82

-4
-6

-6-8

y

x

( , )F 0 3-

شكل توضيحي

الدليل

`  ر�� القطع في م�ت�� المسافة بين F والدليل �� (0 , 0) 
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أ : سلامة علي الركاض
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

حاول أن تحل 2
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

حاول أن تحل  3
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معلومة:
في 23 فبراير عا� 1986 

تمّ افتتاح مبنى مجلس الأمة 
الكويتي بالتزامن مع ا�تفا�ت 

العيد الو�ني ال�امس 
والعشرين للدولة.

يقع المبنى في منطقة القبلية 
على �ار� ال�لي� العربي 
وهو تحفة معمارية مشاب� 

ل�يمة ويرمز لل�يافة الكويتية 
العريقة. ت��ر بع� الدراسات 

�ن الم�مم الد�مار�ي يورن 
�وتسون �ا� بت�ميم� على 

�ن تكون سقيفة المدخل 
الواسعة همزة و�ل بين البحر 

وال�حرا�.
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض
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يقع المبنى في منطقة القبلية 
على �ار� ال�لي� العربي 
وهو تحفة معمارية مشاب� 

ل�يمة ويرمز لل�يافة الكويتية 
العريقة. ت��ر بع� الدراسات 

�ن الم�مم الد�مار�ي يورن 
�وتسون �ا� بت�ميم� على 

�ن تكون سقيفة المدخل 
الواسعة همزة و�ل بين البحر 

وال�حرا�.

y

1

-1-1-2
-2
-3

1

2

2

3

x

B

A

�و�د معادلة القطع المكاف� ال�� ر�س� �قطة الأ�ل ويمر بالنقطتين 
, , ,A B3

2 322
1 -a ^k h

الحل:
 , , ,A B2
1
2
3

2 3
-a ^k h      منحنى القطع المكاف� يمر بالنقطتين   a

ور�س� �قطة الأ�ل
y 42
= px `  معادلة القطع المكاف� هي على ال�ورة   

x, ب��داثيات B (�و ب��داثيات A) �ح�ل على: y^ h وبالتعوي� عن
( ) ( )p3 4 22
+ =

p p9 8 8
9

(= =

4pxy2 = المعادلة: 
y x4 8

92
#=

y x2
92

=

, , ,A B1 4 1 4-^ ^h h 0, ويمر بالنقطتين 0^ h �و�د معادلة القطع المكاف� ال�� ر�س�  4

3x = - �و�د معادلة القطع المكاف� ال�� ر�س� �قطة الأ�ل ومعادلة دليل� 
الحل:

3x (مستقيم ر�سي) = - a  معادلة الدليل هي: 
والدليل متعامد مع خ� التماثل

(x axis- `  خ� التماثل �فقي. (
a  ر�� القطع �قطة الأ�ل

y px42
= `  معادلة القطع المكاف� هي على ال�ورة 

x p= - معادلة الدليل هي على ال�ورة 
3x p 3( == -

y px42
= المعادلة: 
( )3y x42

=

12y x2
=

y 1= �و�د معادلة القطع المكاف� ال�� ر�س� �قطة الأ�ل ومعادلة دليل�   5

106

معلومة:
في 23 فبراير عا� 1986 

تمّ افتتاح مبنى مجلس الأمة 
الكويتي بالتزامن مع ا�تفا�ت 

العيد الو�ني ال�امس 
والعشرين للدولة.

يقع المبنى في منطقة القبلية 
على �ار� ال�لي� العربي 
وهو تحفة معمارية مشاب� 

ل�يمة ويرمز لل�يافة الكويتية 
العريقة. ت��ر بع� الدراسات 

�ن الم�مم الد�مار�ي يورن 
�وتسون �ا� بت�ميم� على 

�ن تكون سقيفة المدخل 
الواسعة همزة و�ل بين البحر 

وال�حرا�.

y

1

-1-1-2
-2
-3

1

2

2

3

x

B

A

�و�د معادلة القطع المكاف� ال�� ر�س� �قطة الأ�ل ويمر بالنقطتين 
, , ,A B3

2 322
1 -a ^k h

الحل:
 , , ,A B2
1
2
3

2 3
-a ^k h      منحنى القطع المكاف� يمر بالنقطتين   a

ور�س� �قطة الأ�ل
y 42
= px `  معادلة القطع المكاف� هي على ال�ورة   

x, ب��داثيات B (�و ب��داثيات A) �ح�ل على: y^ h وبالتعوي� عن
( ) ( )p3 4 22
+ =

p p9 8 8
9

(= =

4pxy2 = المعادلة: 
y x4 8

92
#=

y x2
92

=

, , ,A B1 4 1 4-^ ^h h 0, ويمر بالنقطتين 0^ h �و�د معادلة القطع المكاف� ال�� ر�س�  4

3x = - �و�د معادلة القطع المكاف� ال�� ر�س� �قطة الأ�ل ومعادلة دليل� 
الحل:

3x (مستقيم ر�سي) = - a  معادلة الدليل هي: 
والدليل متعامد مع خ� التماثل

(x axis- `  خ� التماثل �فقي. (
a  ر�� القطع �قطة الأ�ل

y px42
= `  معادلة القطع المكاف� هي على ال�ورة 

x p= - معادلة الدليل هي على ال�ورة 
3x p 3( == -

y px42
= المعادلة: 
( )3y x42

=

12y x2
=

y 1= �و�د معادلة القطع المكاف� ال�� ر�س� �قطة الأ�ل ومعادلة دليل�   5

106

7 - 1



98

أ : سلامة علي الركاض

تطبيقات باستخدام القطوع المكافئة
أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

حاول أن تحل  6

مثال  6

Applications Using Parabolas تطبيقات باست�دا� القطو� المكاف�ة 
ينت� المكافئ  القطع  ف��  للدورا��  كمحور  التما�ل   �� باستخدام  الأبعاد  الث��ي  ال�را�  في  مكاف��ا  ا  قطع� دورنا  ��ا 

مقطع عرضي لمجسم مكاف�

ال��رة��عة ال�و�

 .Paraboloid سطحًا مكافً�ا 
ا ضوئي�ا في ب�رة سط� مكافئ �اك�� ف�� ال�و� ينعك� م� ��ا السط�  ��ا وضعنا مصدر�
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��ا ي�ي�� كي� تعمل الأنوار (الكشافات) الرئيسية للسيارة.

ينط�� الم�د� ن�س� �ل� ا��ارات التي تنطل� في ا�تجا� العكسي� مثل بعض مك�رات الصوت 
والعك� �حي�. 

�ندما تنطل� الموجات ال�وئية �و الصوتية نحو السط� المكافئ موا�ية لخ� تما�ل� ف�ن�ا تنعك� م� 
��ا السط� وتتجمع في ال��رة.

ال�د� �و تركيز ال�و� �و الصوت �ند ال��رة �ي� يوضع المستق�ل ا�لكتروني (الريسي�ر).
�ل� س�يل المثال الميكروفونات المكاف�ة التي تستخدم ��نا� م�اريات كرة القدم.

ت�ست�د� ميكروفو�ات مكاف�ة على جا�بي ملعب �لتقا� الأ�وات من داخل الملعب.
،y x152 = ��ا كان قد تولد ميكروفون مكاف� من تدوير قطع مكاف� معادلت�: 

فحدّد موضع البؤرة (جهاز ا�ستقبا� ا�لكترو�ي) له�ا القطع المكاف�.
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y 152 = x

p4 15` =

p 4
15
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, ,pF F0 04
15

=^ bh l البؤرة هي عند: 
 ,F 04
15b l فيل�� �ن يوضع المستقبل (جهاز ا�ستقبا� ا�لكترو�ي) عند النقطة

ت�نع �حد� الشركات الكشافات المكاف�ة لنوعيات عديدة من السيارات.  6
��ا كان لأحد ه�� الكشافات سط� مكاف� متولد من تدوير القطع المكاف� ال�� 

x، ف�ين سيكون موضع الم�با� الكهربا�ي� 122
= y معادلت� 
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حاول أن تحل  7

ت�نع �حد� الشركات م�ابي� �مامية للسيارات. ��ا كان �حد الم�ابي� على شكل مثال  7
، ف�ين يجب وضع لمبة الم�با�� y x122

= �ط� مكاف� متولد من تدوير قطع مكاف� معادلت� 
الحل:

x axis- 0, ومحور تماثل�  0^ h ���ا ��ر�ا �لى السط� المكاف� باعتبار �ن ر��
y 42 = px معادلة القطع المكاف� هي على ال�ورة  
y 122a = x

p p4 12 3(= =

, ,pF F0 03=^ ^h h البؤرة: 
توضع اللمبة على بعد 3 (وحدات قيا�) من ر�� القطع المكاف�.

في م�ا� (7)، ما معادلة القطع المكاف� ��ا كا�� اللمبة تبعد 4 (وحدات قيا�) عن ر�� القطع المكاف��  7
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B

ي�ل �ل� معد�ي متد�� بين ر��ي عمودي جسر. السل� المعد�ي هو على 
�ورة قطع مكاف�. يبعد العمودان عن بع�هما مسافة m 180 ويبل� ارت�ا� كل 

منهما m 33، يبل��� �ر ارت�ا� للسل� عن الطري� العاm 3 �، وضع� على 
الطري� دعامات للسل� المتدلي. �وجد �و� الدعامة التي تبعد m 10 عن �ي من 

0,العمودين. 0^ h  باعتبار ر�� القطع المكاف� هو الحل: 
x y42 = p معادلة القطع المكاف� هي على ال�ورة 
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( )90 4 302
#= p بالتعوي� في معادلة القطع المكاف� �ح�ل على: 

.4 30
90

67 5
2

#
= =p

.x y4 67 52 #= معادلة القطع المكاف�:  
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.23 7.y

m.7 26.723 3+ = يبل� �و� الدعامة حوالى: 

m10 عن �ي من العمودين. ، ف�وجد �و� الدعامة التي تبعد  m36 m220 وارت�ا� كل عمود  في م�ا� (8)، ��ا كان البعد بين العمودين   8
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كراسة التمارين

40

القطو� الم�رو�ية - القطع الم�اف�
Conic Sections - Parabola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، �و�د معادلة القطع الم�اف�، ال��:

,0 2-^ h (2) رأسه نقطة الأصل والب�رة  ,3 0-^ h (1) رأسه نقطة الأصل والب�رة

y 2=- ) ومعادلة دليله  , )F 0 2 (3) ب�رته 

في التمارين (7-4)، �و�د البؤرة، والدليل، و�� تماثل القطع الم�اف�. ارسم ت�طيطاً للرسم البيا�ي للقطع الم�اف�.

(4) x y2
= -  (5) y x22

=

(6) y x4 2=  (7) x y8 2=-

.x axis- ) و�� تماثله  , )A 1 2- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطة   (8)

. ( , ) , ( , )A B3 4 3 4- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (9)

.y 4= أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (10)

.x 5=- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (11)

كرة  لاعبي  أصوات  كل  لالتقا�  مكافً�ا  ميكروفوناً  الريا�ية  القنوات  تستخدم  المت�اف�ة.  المي�روفو�ا�   (12)
السلة والمدربين أثنا� المباريات. إذا كان لأحد هذ� الميكروفونات سطح مكاف� متولد بالقطع المكاف� 

y فحدّد مو�ع الب�رة (المستقبِل ا�لكتروني) للقطع المكاف�. x10 2
=

8m5m

100m

مة
عا
د

مة
عا
د

20
m

يصل سل� معدني متد�� بين رأسي عمودي جسر.    (13)

السل� المعدني هو على صورة قطع مكاف� حيث يبعد  

m100 ويبل� ارتفاع  العمودان عن بع��ما مسافة   

 ، m5 . يبل� أصغر ارتفاع للسل� عن الطري� العام  m02 كل من�ما   
و�ع� على الطري� دعامات للسل� المتدلي، أوجد �و� الدعامة 

m8 عن أي من العمودين. التي تبعد 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة، و  في التمارين (7-1)، �للّ 

a  b  = y82x 0, هي:  2^ h 0, وب�رته 0^ h معادلة القطع المكاف� الذي رأسه  (1)
a  b  = y82x x هي:  2=- 0, ودليله  0^ h معادلة القطع المكاف� الذي رأسه  (2)
a  b  =y x162

- x هي:  4= ^-04, ودليله  h معادلة القطع المكاف� الذي ب�رته  (3)
a  b  ,0 2

3-a k هي معادلة قطع مكاف�، ب�رته =y x2
12  (4)

نْ تمرَّ
7-1

40

القطو� الم�رو�ية - القطع الم�اف�
Conic Sections - Parabola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، �و�د معادلة القطع الم�اف�، ال��:

,0 2-^ h (2) رأسه نقطة الأصل والب�رة  ,3 0-^ h (1) رأسه نقطة الأصل والب�رة

y 2=- ) ومعادلة دليله  , )F 0 2 (3) ب�رته 

في التمارين (7-4)، �و�د البؤرة، والدليل، و�� تماثل القطع الم�اف�. ارسم ت�طيطاً للرسم البيا�ي للقطع الم�اف�.

(4) x y2
= -  (5) y x22

=

(6) y x4 2=  (7) x y8 2=-

.x axis- ) و�� تماثله  , )A 1 2- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطة   (8)

. ( , ) , ( , )A B3 4 3 4- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (9)

.y 4= أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (10)

.x 5=- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (11)

كرة  لاعبي  أصوات  كل  لالتقا�  مكافً�ا  ميكروفوناً  الريا�ية  القنوات  تستخدم  المت�اف�ة.  المي�روفو�ا�   (12)
السلة والمدربين أثنا� المباريات. إذا كان لأحد هذ� الميكروفونات سطح مكاف� متولد بالقطع المكاف� 

y فحدّد مو�ع الب�رة (المستقبِل ا�لكتروني) للقطع المكاف�. x10 2
=

8m5m

100m

مة
عا
د

مة
عا
د

20
m

يصل سل� معدني متد�� بين رأسي عمودي جسر.    (13)

السل� المعدني هو على صورة قطع مكاف� حيث يبعد  

m100 ويبل� ارتفاع  العمودان عن بع��ما مسافة   

 ، m5 . يبل� أصغر ارتفاع للسل� عن الطري� العام  m02 كل من�ما   
و�ع� على الطري� دعامات للسل� المتدلي، أوجد �و� الدعامة 

m8 عن أي من العمودين. التي تبعد 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة، و  في التمارين (7-1)، �للّ 

a  b  = y82x 0, هي:  2^ h 0, وب�رته 0^ h معادلة القطع المكاف� الذي رأسه  (1)
a  b  = y82x x هي:  2=- 0, ودليله  0^ h معادلة القطع المكاف� الذي رأسه  (2)
a  b  =y x162

- x هي:  4= ^-04, ودليله  h معادلة القطع المكاف� الذي ب�رته  (3)
a  b  ,0 2

3-a k هي معادلة قطع مكاف�، ب�رته =y x2
12  (4)

نْ تمرَّ
7-1

40

القطو� الم�رو�ية - القطع الم�اف�
Conic Sections - Parabola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، �و�د معادلة القطع الم�اف�، ال��:

,0 2-^ h (2) رأسه نقطة الأصل والب�رة  ,3 0-^ h (1) رأسه نقطة الأصل والب�رة

y 2=- ) ومعادلة دليله  , )F 0 2 (3) ب�رته 

في التمارين (7-4)، �و�د البؤرة، والدليل، و�� تماثل القطع الم�اف�. ارسم ت�طيطاً للرسم البيا�ي للقطع الم�اف�.

(4) x y2
= -  (5) y x22

=

(6) y x4 2=  (7) x y8 2=-

.x axis- ) و�� تماثله  , )A 1 2- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطة   (8)

. ( , ) , ( , )A B3 4 3 4- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (9)

.y 4= أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (10)

.x 5=- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (11)

كرة  لاعبي  أصوات  كل  لالتقا�  مكافً�ا  ميكروفوناً  الريا�ية  القنوات  تستخدم  المت�اف�ة.  المي�روفو�ا�   (12)
السلة والمدربين أثنا� المباريات. إذا كان لأحد هذ� الميكروفونات سطح مكاف� متولد بالقطع المكاف� 

y فحدّد مو�ع الب�رة (المستقبِل ا�لكتروني) للقطع المكاف�. x10 2
=

8m5m

100m

مة
عا
د

مة
عا
د

20
m

يصل سل� معدني متد�� بين رأسي عمودي جسر.    (13)

السل� المعدني هو على صورة قطع مكاف� حيث يبعد  

m100 ويبل� ارتفاع  العمودان عن بع��ما مسافة   

 ، m5 . يبل� أصغر ارتفاع للسل� عن الطري� العام  m02 كل من�ما   
و�ع� على الطري� دعامات للسل� المتدلي، أوجد �و� الدعامة 

m8 عن أي من العمودين. التي تبعد 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة، و  في التمارين (7-1)، �للّ 

a  b  = y82x 0, هي:  2^ h 0, وب�رته 0^ h معادلة القطع المكاف� الذي رأسه  (1)
a  b  = y82x x هي:  2=- 0, ودليله  0^ h معادلة القطع المكاف� الذي رأسه  (2)
a  b  =y x162

- x هي:  4= ^-04, ودليله  h معادلة القطع المكاف� الذي ب�رته  (3)
a  b  ,0 2

3-a k هي معادلة قطع مكاف�، ب�رته =y x2
12  (4)

نْ تمرَّ
7-1

40

القطو� الم�رو�ية - القطع الم�اف�
Conic Sections - Parabola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، �و�د معادلة القطع الم�اف�، ال��:

,0 2-^ h (2) رأسه نقطة الأصل والب�رة  ,3 0-^ h (1) رأسه نقطة الأصل والب�رة

y 2=- ) ومعادلة دليله  , )F 0 2 (3) ب�رته 

في التمارين (7-4)، �و�د البؤرة، والدليل، و�� تماثل القطع الم�اف�. ارسم ت�طيطاً للرسم البيا�ي للقطع الم�اف�.

(4) x y2
= -  (5) y x22

=

(6) y x4 2=  (7) x y8 2=-

.x axis- ) و�� تماثله  , )A 1 2- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطة   (8)

. ( , ) , ( , )A B3 4 3 4- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (9)

.y 4= أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (10)

.x 5=- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (11)

كرة  لاعبي  أصوات  كل  لالتقا�  مكافً�ا  ميكروفوناً  الريا�ية  القنوات  تستخدم  المت�اف�ة.  المي�روفو�ا�   (12)
السلة والمدربين أثنا� المباريات. إذا كان لأحد هذ� الميكروفونات سطح مكاف� متولد بالقطع المكاف� 

y فحدّد مو�ع الب�رة (المستقبِل ا�لكتروني) للقطع المكاف�. x10 2
=

8m5m

100m

مة
عا
د

مة
عا
د

20
m

يصل سل� معدني متد�� بين رأسي عمودي جسر.    (13)

السل� المعدني هو على صورة قطع مكاف� حيث يبعد  

m100 ويبل� ارتفاع  العمودان عن بع��ما مسافة   

 ، m5 . يبل� أصغر ارتفاع للسل� عن الطري� العام  m02 كل من�ما   
و�ع� على الطري� دعامات للسل� المتدلي، أوجد �و� الدعامة 

m8 عن أي من العمودين. التي تبعد 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة، و  في التمارين (7-1)، �للّ 

a  b  = y82x 0, هي:  2^ h 0, وب�رته 0^ h معادلة القطع المكاف� الذي رأسه  (1)
a  b  = y82x x هي:  2=- 0, ودليله  0^ h معادلة القطع المكاف� الذي رأسه  (2)
a  b  =y x162

- x هي:  4= ^-04, ودليله  h معادلة القطع المكاف� الذي ب�رته  (3)
a  b  ,0 2

3-a k هي معادلة قطع مكاف�، ب�رته =y x2
12  (4)

نْ تمرَّ
7-1

40

القطو� الم�رو�ية - القطع الم�اف�
Conic Sections - Parabola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، �و�د معادلة القطع الم�اف�، ال��:

,0 2-^ h (2) رأسه نقطة الأصل والب�رة  ,3 0-^ h (1) رأسه نقطة الأصل والب�رة

y 2=- ) ومعادلة دليله  , )F 0 2 (3) ب�رته 

في التمارين (7-4)، �و�د البؤرة، والدليل، و�� تماثل القطع الم�اف�. ارسم ت�طيطاً للرسم البيا�ي للقطع الم�اف�.

(4) x y2
= -  (5) y x22

=

(6) y x4 2=  (7) x y8 2=-

.x axis- ) و�� تماثله  , )A 1 2- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطة   (8)

. ( , ) , ( , )A B3 4 3 4- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (9)

.y 4= أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (10)
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. ( , ) , ( , )A B3 4 3 4- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (9)

.y 4= أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (10)
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y فحدّد مو�ع الب�رة (المستقبِل ا�لكتروني) للقطع المكاف�. x10 2
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يصل سل� معدني متد�� بين رأسي عمودي جسر.    (13)
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- x هي:  4= ^-04, ودليله  h معادلة القطع المكاف� الذي ب�رته  (3)
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3-a k هي معادلة قطع مكاف�، ب�رته =y x2
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نْ تمرَّ
7-1
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المجموعة A تمارين مقالية
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.x axis- ) و�� تماثله  , )A 1 2- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطة   (8)

. ( , ) , ( , )A B3 4 3 4- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (9)
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.x 5=- أوجد معادلة القطع المكاف� الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله   (11)

كرة  لاعبي  أصوات  كل  لالتقا�  مكافً�ا  ميكروفوناً  الريا�ية  القنوات  تستخدم  المت�اف�ة.  المي�روفو�ا�   (12)
السلة والمدربين أثنا� المباريات. إذا كان لأحد هذ� الميكروفونات سطح مكاف� متولد بالقطع المكاف� 

y فحدّد مو�ع الب�رة (المستقبِل ا�لكتروني) للقطع المكاف�. x10 2
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يصل سل� معدني متد�� بين رأسي عمودي جسر.    (13)

السل� المعدني هو على صورة قطع مكاف� حيث يبعد  

m100 ويبل� ارتفاع  العمودان عن بع��ما مسافة   

 ، m5 . يبل� أصغر ارتفاع للسل� عن الطري� العام  m02 كل من�ما   
و�ع� على الطري� دعامات للسل� المتدلي، أوجد �و� الدعامة 

m8 عن أي من العمودين. التي تبعد 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة، و  في التمارين (7-1)، �للّ 

a  b  = y82x 0, هي:  2^ h 0, وب�رته 0^ h معادلة القطع المكاف� الذي رأسه  (1)
a  b  = y82x x هي:  2=- 0, ودليله  0^ h معادلة القطع المكاف� الذي رأسه  (2)
a  b  =y x162

- x هي:  4= ^-04, ودليله  h معادلة القطع المكاف� الذي ب�رته  (3)
a  b  ,0 2

3-a k هي معادلة قطع مكاف�، ب�رته =y x2
12  (4)

نْ تمرَّ
7-1

41

y x6
12

= - في التمارين (7-5)، معادلة القطع الم�اف� هي:  

a  b  ,
1
24 0-a k :ب�رة القطع المكاف� هي  (5)

a  b  24
1y = معادلة الدليل هي:   (6)

a  b �� التماثل هو محور السينات.   (7)

في التمارين (15-8)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.

^-05, هي: h 0, وب�رته 0^ h المعادلة التي تم�ل قطعًا مكافً�ا رأسه  (8)
a  = y202x  b  =y x202  c  = y202

-x  d  =y x202
-

المعادلة التي تم�ل قطع مكاف� مفتو� إلى الأسفل هي:  (9)

a  =y 2
12 - x  b  =y 2

12 x  c  =x y2
12 -  d  =x y2

12

x هي: py42
= النقطة المشتركة بين كل القطوع المكاف�ة التي هي على الصورة   (10)

a  ,1 1^ h b  ,1 0^ h c  ,10^ h d  ,0 0^ h
, هي: ,,A B5 52 2- - -^ ^h h 0, ويمر بالنقطتين 0^ h المعادلة التي تم�ل قطعًا مكافً�ا رأسه  (11)

a  =y 5
42

- x  b  =x y5
42

-  c  =
5
4y2 x  d  =x y5

42

axisy هي: - C, و�� تماثله  5 6- -^ h 0, ويمر بالنقطة 0^ h المعادلة التي تم�ل قطعًا مكافً�ا رأسه  (12)

a  =y x6
252

-  b  =x y6
252

-  c  =y 25
62

- x  d  =x y25
62

-

1

1

3

3 5

5

-1-3

y

x

(1 , 3)

ب�رة القطع المكاف� في الشكل المقابل هي:   (13)

a  ,0 3
4-a k  b  20

9
,0a k 

c  ,0
1
12

a k  d  ,12
1
0a k

معادلة دليل القطع المكاف� في الشكل المقابل هي:  (14)

4-4

-3

x

y

(4 , -3)

a  =y 4
3   b  =y 20

9

c  =y 12
1

-   d  =y 4
3-

معادلة القطع المكاف� للبيان التالي هي:  (15)

3

5

-3

x

y

(5 , 3) a  =x y3
252

-   b  =y 5
92 x

c  =x y3
252   d  =y 9

52 x

7 - 1

مثال  1
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في التمارين (18-16)، ل�ي� قائمتان. اختر من القائمة (2) ما يناسب كل تمرين في القائمة (1) لت�ل بيان كل دالة بمعادلتها.

القائمة (2) القائمة (1)

a

x

y

1

1 2 3

3
4

4-1
-1

-2-3-4

-2
-3
-4

2

0

x
4
5

=

=x y32  (16)

b

x

y

-2-3

-1

1 2 3-1

y 1=
=x y42
-   (17)

c

-2-3 -1 1

1

2
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3

3
4

x

y

,F 0 4
3` j

=y x52  (18)

d

-1-2-3 0 11

1

2 3

2
3

2

x

y

0F
4
5 ,` j
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7-2

سوف تتعلم
القطو� الناق�ة ��وا�ها. •
 تطبيقات باست�دا� القطو�  •

الناق�ة.

المفردات �الم�طلحات:
• Ellipse قطع �اق� 
• Two Foci بؤرتين 
المحور الأ��ر •

Minor Axis
المحور الأكبر •

Major Axis
• Center �قطة المركز 
• Vertices ر��� 

معلومة:
��� ��� ��ا ا�طبق� بؤرتا 

القطع الناق� على بع�هما� 
ف�ن الشكل النات� يكون دائرة 

��ف قطرها هو ��ف �و� 
ال�ي�.

������� ���� ����

x

y

a  �و�� ���ا�يات نقا� التقاطع    1
مع محور السينات ومحور الصادات للمنحنى 

x y
16 16 1
2 2

+ = �ي� معادلت�: 
b  �ي�� �ربع نقا� �خر� تحق� المعادلة المعطاة 

.����
ما �كل المنحنى ال�� تتوقع �� تحصل �لي��

ما ���ا�يات نقطة المركز للشكل ال�� �صل� �لي��  c

x

y �و�� ���ا�يات نقا� التقاطع  a  2
مع محور السينات ومحور الصادات للمنحنى 
 �ي�� ��� النقا� 

x y
16 9 1
2 2

+ = ال�� معادلت�: 
�لى المحاور.

�ي�� �ربع نقا� �خر� تحق� المعادلة المعطاة.  b

وار�� �ك�� تقري�ي�ا �� قار� بي� الشكلي�.

تعريف: القطع الناق�
التي يكون مجمو� بعدي كل �قطة منها عن  النقا� في المستوى  الناق� هو مجموعة كل  القطع 

�قطتين ثابتتين في المستوى ثابتاً.

� وال�ع�ا� الل�ا�  ,F F21 ا ب�رتا�  ا ناقص� الشكل المقابل قطع�
. ,d d21 مجمو��ما �اب� �ما 

ا طول�  الناقص �ملي�ا� تخيل خيط� القطع  لتوضي� تعري� 
�اب�� ��� طر�ي� م��� �ن� ���� ال��رتي� وطر�� ا�خر م��� �ن� ال��رة ال�انية� ويتحر� 
القل� �و قطع ناقص. و�� طول  المنحنى ال�� ير�م�  قل� �لى الخي� و�و مش�ود� ��� 

.(a) ان�ر �لى الشكل ,d d21 الخي� �و مجموع ال�ع�ي� 

القطع الناق�
Ellipse

(a) شكل

F1 F2

2d
1
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منتص�  بؤرتين� وتسمىنقطة  ال�ابتتا�  النقطتا�  تسمى 
d  � القطعة المستقيمة الوا�لة بين�ما مركز القطع الناق�. يوض�

0, كالتالي: 0^ h معادلة القطع الناق� ال�� مرك�� �قطة الأ�ل

0a b2 2 0a b2 2

المعادلة
x y
b a 12

2

2

2

+ = a
x y

b 12

2

2

2

+ =

M

x

y

F2

F1

y c
a2

=

y c
a2

= -

A2

B1 B2

A1

d1 d2

M

F2F1

A1 A2

B2

x c
a2

= - x c
a2

=

B1

x

y

بيان القطع

�نطب� على محور ال�ادات �نطب� على محور السينات المحور الأكبر

, , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h , , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h الر�سان �ر�ا 
المحور الأكبر

a2
�و� المحور 
الأكبر

, 0 ,,B b B b 02-1 ^ ^h h , , ,B b B b0 02-1 ^ ^h h �ر�ا المحور 
الأ��ر

b2
�و� المحور 
الأ��ر

,, ,F c F c0 01 2-^ ^h h ,, ,F c F c0 01 2-^ ^h h البؤرتان

a b c2 2 2+= العلاقة الأساسية

,c
a

c
ay y

2 2

= - = ,x x a
c
a

c
2 2

= - = معادلتا الدليلين

القطع الناق� متنا�ر �و� كل من محور�� �مرك�� التنا�ر
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أ : سلامة علي الركاض

مثال  1

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

7 - 2

x معادلة قطع �اق� ��و�د: y
16 10 1
2 2

+ = ��ا كا��: 
ر�سي القطع و�ر�ي المحور الأ��ر.  a

البؤرتين.  b
معادلتي دليلي القطع.  c

�و� كل من المحورين ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا للقطع.  d
الحل:

a
x

b
y

12

2

2

2

+ = معادلة القطع الناق� هي:   a
ومن معادلة القطع الناق� ��د ��:

a a16 42 (= =

b b10 102 (= =

والمحور الأكبر ينطب� على محور السينات
, , ,A A4 0 4 021 -^ ^h h ر�سا القطع الناق� هما: 

, , ,B B0 10 0 1021 -^ ^h h �ر�ا المحور الأ��ر هما: 
c a b2 2 2
= - b

c 16 102
= -

6=

6c = ومن� 
, , ,F F6 0 6 021 -^ ^h h �نح�ل على: 

x, ومن� ��د:  c
a

x c
a2 2

= - = معادلة الدليلين:    c

x1-1
-1
-2
-3

-2-3-4-5

1
2
3

2 3 4 5

y

A
1

B
2

B
1

F
1

F
2 A2

d
1

d
2

x
6
16

3
8 6

=
-

=
-

x
6
16

3
8 6

= =

8 2:a a2 2 4#= = �و� المحور الأكبر هو   d
2:b b2 2 10= �و� المحور الأ��ر هو     

x معادلة قطع �اق� ��و�د: y
4 9 1
2 2

+ = ��ا كا��:   1
ر�سي القطع و�ر�ي المحور الأ��ر.  a

البؤرتين.  b
معادلة دليلي القطع.  c

�و� كل من المحورين، ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا للقطع.  d
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حاول أن تحل  1

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

7 - 2

x معادلة قطع �اق� ��و�د: y
16 10 1
2 2

+ = ��ا كا��: 
ر�سي القطع و�ر�ي المحور الأ��ر.  a

البؤرتين.  b
معادلتي دليلي القطع.  c

�و� كل من المحورين ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا للقطع.  d
الحل:

a
x

b
y

12

2

2

2

+ = معادلة القطع الناق� هي:   a
ومن معادلة القطع الناق� ��د ��:

a a16 42 (= =

b b10 102 (= =

والمحور الأكبر ينطب� على محور السينات
, , ,A A4 0 4 021 -^ ^h h ر�سا القطع الناق� هما: 

, , ,B B0 10 0 1021 -^ ^h h �ر�ا المحور الأ��ر هما: 
c a b2 2 2
= - b

c 16 102
= -

6=

6c = ومن� 
, , ,F F6 0 6 021 -^ ^h h �نح�ل على: 

x, ومن� ��د:  c
a

x c
a2 2

= - = معادلة الدليلين:    c

x1-1
-1
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-3

-2-3-4-5

1
2
3

2 3 4 5

y

A
1

B
2

B
1

F
1

F
2 A2

d
1

d
2

x
6
16

3
8 6

=
-

=
-

x
6
16

3
8 6

= =

8 2:a a2 2 4#= = �و� المحور الأكبر هو   d
2:b b2 2 10= �و� المحور الأ��ر هو     

x معادلة قطع �اق� ��و�د: y
4 9 1
2 2

+ = ��ا كا��:   1
ر�سي القطع و�ر�ي المحور الأ��ر.  a

البؤرتين.  b
معادلة دليلي القطع.  c

�و� كل من المحورين، ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا للقطع.  d
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

مثال  2

حاول أن تحل 2

, و�و� محور� الأ��ر 4، ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا ل��ا القطع. , ,F F0 3 0 31 2-^ ^h h :�و�� معادلة القطع ال�اق� ال�� �ؤرتا�
الحل:

b a
x y

12 2

2 2

+ = تقع البؤرتان على محور ال�ادا� فتكون المعادلة على ال�ور� 

-6

( , )A 2 02( , )A 2 0-1

x

1

-1
-1

-2
-2

-3

-3
-4
-5

1

2

2

3

3

4

4

5y

( , )F 0 32

( , )F 0 31 -

 4 = �و� المحور الأ��ر    ،c 3= وتكون 
b b2 4 2(` = =

, 0 , 0,2 2-^ ^h h رفا المحور الأ��ر�   `
4b2` =

ac b2 2 2
= -

a9 42
= -

a 132
=

x y
4 13 1
2 2

+ = `   معادلة القطع ال�اق� هي: 

تقريبي�ا شكلاً  وارسم   ،6 الأكبر  محور�  و�و�   , , ,F F2 0 2 0-1 2^ ^h h �ؤرتا�:  ال��  ال�اق�  القطع  معادلة  �و��   2
ل��ا القطع.

x y25 16 400 02 2
+ - = �و�� البؤرتين والر�سين و�و� المحور الأكبر للقطع ال�اق� ال�� معادلت�: 

الحل:
x y25 16 400 02 2
+ - =

x y25 16 4002 2
+ =

x y
400
25

400
16

400
4002 2

+ = قسمة �رفي المعادلة على 400
x y
16 25 1
2 2

+ = ال�ور� العامة للقطع ال�اق�
b b16 42 (= =

a a25 52 (= =

c a b2 2 2a = -

c 25 162` = -

c c9 32 (= =

, , ,F F0 3 0 32-1 ^ ^h h البؤرتان على محور ال�ادا�: 
, , ,B B0 5 0 52-1 ^ ^h h الر�سان على محور ال�ادا�: 

a2 2 5 10#= = a2 فيكون:  �و� المحور الأكبر هو 

x y4 162 2
+ = �و�� البؤرتين والر�سين و�و� المحور الأكبر للقطع ال�اق� ال�� معادلت�:   3
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, و�و� محور� الأ��ر 4، ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا ل��ا القطع. , ,F F0 3 0 31 2-^ ^h h :�و�� معادلة القطع ال�اق� ال�� �ؤرتا�
الحل:

b a
x y

12 2

2 2

+ = تقع البؤرتان على محور ال�ادا� فتكون المعادلة على ال�ور� 

-6

( , )A 2 02( , )A 2 0-1

x

1

-1
-1

-2
-2

-3

-3
-4
-5

1

2

2

3

3

4

4

5y

( , )F 0 32

( , )F 0 31 -

 4 = �و� المحور الأ��ر    ،c 3= وتكون 
b b2 4 2(` = =

, 0 , 0,2 2-^ ^h h رفا المحور الأ��ر�   `
4b2` =

ac b2 2 2
= -

a9 42
= -

a 132
=

x y
4 13 1
2 2

+ = `   معادلة القطع ال�اق� هي: 

تقريبي�ا شكلاً  وارسم   ،6 الأكبر  محور�  و�و�   , , ,F F2 0 2 0-1 2^ ^h h �ؤرتا�:  ال��  ال�اق�  القطع  معادلة  �و��   2
ل��ا القطع.

x y25 16 400 02 2
+ - = �و�� البؤرتين والر�سين و�و� المحور الأكبر للقطع ال�اق� ال�� معادلت�: 

الحل:
x y25 16 400 02 2
+ - =

x y25 16 4002 2
+ =

x y
400
25

400
16

400
4002 2

+ = قسمة �رفي المعادلة على 400
x y
16 25 1
2 2

+ = ال�ور� العامة للقطع ال�اق�
b b16 42 (= =

a a25 52 (= =

c a b2 2 2a = -

c 25 162` = -

c c9 32 (= =

, , ,F F0 3 0 32-1 ^ ^h h البؤرتان على محور ال�ادا�: 
, , ,B B0 5 0 52-1 ^ ^h h الر�سان على محور ال�ادا�: 

a2 2 5 10#= = a2 فيكون:  �و� المحور الأكبر هو 

x y4 162 2
+ = �و�� البؤرتين والر�سين و�و� المحور الأكبر للقطع ال�اق� ال�� معادلت�:   3
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

حاول أن تحل  3

مثال  3

7 - 2

, و�و� محور� الأ��ر 4، ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا ل��ا القطع. , ,F F0 3 0 31 2-^ ^h h :�و�� معادلة القطع ال�اق� ال�� �ؤرتا�
الحل:

b a
x y

12 2

2 2

+ = تقع البؤرتان على محور ال�ادا� فتكون المعادلة على ال�ور� 

-6

( , )A 2 02( , )A 2 0-1

x

1

-1
-1

-2
-2

-3

-3
-4
-5

1

2

2

3

3

4

4

5y

( , )F 0 32

( , )F 0 31 -

 4 = �و� المحور الأ��ر    ،c 3= وتكون 
b b2 4 2(` = =

, 0 , 0,2 2-^ ^h h رفا المحور الأ��ر�   `
4b2` =

ac b2 2 2
= -

a9 42
= -

a 132
=

x y
4 13 1
2 2

+ = `   معادلة القطع ال�اق� هي: 

تقريبي�ا شكلاً  وارسم   ،6 الأكبر  محور�  و�و�   , , ,F F2 0 2 0-1 2^ ^h h �ؤرتا�:  ال��  ال�اق�  القطع  معادلة  �و��   2
ل��ا القطع.

x y25 16 400 02 2
+ - = �و�� البؤرتين والر�سين و�و� المحور الأكبر للقطع ال�اق� ال�� معادلت�: 

الحل:
x y25 16 400 02 2
+ - =

x y25 16 4002 2
+ =

x y
400
25

400
16

400
4002 2

+ = قسمة �رفي المعادلة على 400
x y
16 25 1
2 2

+ = ال�ور� العامة للقطع ال�اق�
b b16 42 (= =

a a25 52 (= =

c a b2 2 2a = -

c 25 162` = -

c c9 32 (= =

, , ,F F0 3 0 32-1 ^ ^h h البؤرتان على محور ال�ادا�: 
, , ,B B0 5 0 52-1 ^ ^h h الر�سان على محور ال�ادا�: 

a2 2 5 10#= = a2 فيكون:  �و� المحور الأكبر هو 

x y4 162 2
+ = �و�� البؤرتين والر�سين و�و� المحور الأكبر للقطع ال�اق� ال�� معادلت�:   3
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, و�و� محور� الأ��ر 4، ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا ل��ا القطع. , ,F F0 3 0 31 2-^ ^h h :�و�� معادلة القطع ال�اق� ال�� �ؤرتا�
الحل:

b a
x y

12 2

2 2

+ = تقع البؤرتان على محور ال�ادا� فتكون المعادلة على ال�ور� 

-6

( , )A 2 02( , )A 2 0-1

x

1

-1
-1

-2
-2

-3

-3
-4
-5

1

2

2

3

3

4

4

5y

( , )F 0 32

( , )F 0 31 -

 4 = �و� المحور الأ��ر    ،c 3= وتكون 
b b2 4 2(` = =

, 0 , 0,2 2-^ ^h h رفا المحور الأ��ر�   `
4b2` =

ac b2 2 2
= -

a9 42
= -

a 132
=

x y
4 13 1
2 2

+ = `   معادلة القطع ال�اق� هي: 

تقريبي�ا شكلاً  وارسم   ،6 الأكبر  محور�  و�و�   , , ,F F2 0 2 0-1 2^ ^h h �ؤرتا�:  ال��  ال�اق�  القطع  معادلة  �و��   2
ل��ا القطع.

x y25 16 400 02 2
+ - = �و�� البؤرتين والر�سين و�و� المحور الأكبر للقطع ال�اق� ال�� معادلت�: 

الحل:
x y25 16 400 02 2
+ - =

x y25 16 4002 2
+ =

x y
400
25

400
16

400
4002 2

+ = قسمة �رفي المعادلة على 400
x y
16 25 1
2 2

+ = ال�ور� العامة للقطع ال�اق�
b b16 42 (= =

a a25 52 (= =

c a b2 2 2a = -

c 25 162` = -

c c9 32 (= =

, , ,F F0 3 0 32-1 ^ ^h h البؤرتان على محور ال�ادا�: 
, , ,B B0 5 0 52-1 ^ ^h h الر�سان على محور ال�ادا�: 

a2 2 5 10#= = a2 فيكون:  �و� المحور الأكبر هو 

x y4 162 2
+ = �و�� البؤرتين والر�سين و�و� المحور الأكبر للقطع ال�اق� ال�� معادلت�:   3
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

حاول أن تحل  4

مثال  4

.8 cm 1 والمسافة بين البؤرتين cm2 �و�� معادلة قطع �اق� مرك�� (0 ,0) ��ا كان محور� الأكبر ينطب� على المحور السيني و�ول� 
الحل:

 cm12 a  �و� المحور الأكبر هو 
2a a 612(` = =

 8 cm a  المسافة بين البؤرتين هو 
2 8 4c c(` = =

a b c2 2 2= + ولكن: 
6 4 36 16 20a cb 22 22 2= = - = - =-

=
a b
x y

12

2

2

2

+ معادلة القطع الناق� هي: 

36 20
x y

1
2 2

+ = بال�عوي� �ح�ل على المعادلة: 

cm16 والمسافة بين البؤرتين  �و�� معادلة قطع �اق� مرك�� (0 ,0) ��ا كان محور� الأكبر ينطب� على المحور ال�اد� و�ول�   4
. cm10

. ,A 2 1^ h ويمر بالنقطة ,F 2 0^ h �و�� معادلة القطع الناق� ال�� مرك�� (0 ,0) و���� بؤرتي�
الحل:

) تقع على محور السينات , )F 2 0 a   البؤرة 
`   معادلة للقطع الناق� ال�� مرك�� �قطة الأ�ل هي:

a
x

b
y

12

2

2

2

+ =  , c 2=

c a b2 2 2= -

( ) a b2 2 2 2-=

a b 42 2= + (1)
,A 2 1^ h القطع الناق� يمر بالنقطة   a

4 4
a a b

b
b

a1 1 12 2 2 2

2 2

(`
+

+ = =

b a a b4 2 2 2 2+ = (2)
  b b b b4 4 42 2 2 2+ + = +^ h :��� (2) بال�عوي� (1) في
b b 4 04 2- - = ومن� �ح�ل على المعادلة:
b 2

1 172 =
+

114

.8 cm 1 والمسافة بين البؤرتين cm2 �و�� معادلة قطع �اق� مرك�� (0 ,0) ��ا كان محور� الأكبر ينطب� على المحور السيني و�ول� 
الحل:

 cm12 a  �و� المحور الأكبر هو 
2a a 612(` = =

 8 cm a  المسافة بين البؤرتين هو 
2 8 4c c(` = =

a b c2 2 2= + ولكن: 
6 4 36 16 20a cb 22 22 2= = - = - =-

=
a b
x y

12

2

2

2

+ معادلة القطع الناق� هي: 

36 20
x y

1
2 2

+ = بال�عوي� �ح�ل على المعادلة: 

cm16 والمسافة بين البؤرتين  �و�� معادلة قطع �اق� مرك�� (0 ,0) ��ا كان محور� الأكبر ينطب� على المحور ال�اد� و�ول�   4
. cm10

. ,A 2 1^ h ويمر بالنقطة ,F 2 0^ h �و�� معادلة القطع الناق� ال�� مرك�� (0 ,0) و���� بؤرتي�
الحل:

) تقع على محور السينات , )F 2 0 a   البؤرة 
`   معادلة للقطع الناق� ال�� مرك�� �قطة الأ�ل هي:

a
x

b
y

12

2

2

2

+ =  , c 2=

c a b2 2 2= -

( ) a b2 2 2 2-=

a b 42 2= + (1)
,A 2 1^ h القطع الناق� يمر بالنقطة   a

4 4
a a b

b
b

a1 1 12 2 2 2

2 2

(`
+

+ = =

b a a b4 2 2 2 2+ = (2)
  b b b b4 4 42 2 2 2+ + = +^ h :��� (2) بال�عوي� (1) في
b b 4 04 2- - = ومن� �ح�ل على المعادلة:
b 2

1 172 =
+
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تطبيقات باستخدام القطوع الناقصة

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

حاول أن تحل 5

a 2
9 172 =
+ b2 في (1) �جد: بالتعوي� عن 

1
x y

2
9 17

2
1 17

2 2

+ =
+ +

ومعادلة القطع الناق� هي:

1
x y

9 17
2

1 17

22 2

+ =
+ +

هل يم�ن� حل م�ا� (5) بطريقة ��ر�� فسّر.  a   5
. ,A 2 2 6^ h ويمر بالنقطة cm10 �وجد معادلة القطع الناق� ال�� مرك�� (0 ,0) ومحور� ا���ر �فقي �ول�  b

Applications Using Ellipses تطبيقات باست�دا� القطو� الناق�ة 
ا في فرا� �لا�ي الأبعاد حول محور� الأك�ر� ف�� القطع الناقص ي�نت� سطحًا لمجسم قطع �اق�. ا ناقص� ر قطع� �ندما ندو�

فال�و� �و الصوت المن�ع� م� �حد� ال��رتي� �ينعك� �ند ال�ط� ويمر خلال ال��ر� الأخر�.
موجات �دمية
فائقة التردد

ح�وة كلية 
المري�

ك�ل� تحتوي متاح� العلوم �لى �ا�ت �ر� لل�م� تعمل ب��ا الم�د�� ��ا 
�م� �خص يق� في �حد� ال��رتي�� فيمك� للشخص ال�ي يق� في ال��ر� 

الأخر� �� ي�مع� ب��ولة� حتى ��ا كا� المتحد� يدير ل� ��ر�. �نا� تط�ي� ��ي� 
ا� في �لا� حصوات الكلى. ي�ع� ج�ا� ت�تي�  الحصوات بموجات �دمية  �ي��

فائقة التردد (UHF) م� �حد� ال��رتي� وتمر الموجات الصدمية ��ر حصوات كلية 
المريض في ال��ر� الثانية وت�تت�ا.

، ومحور  ( , ) , ( , )A A6 0 6 0-1 2 للقطع الناق� ال�� يولد السط� الناق� لجهاز ت�تي� الح�وات، محور �كبر �قطتا� الطرفيتان 
, ، �وجد �حدا�يات البؤرتين. .B 0 2 5-1 ^ h ا���ر �حد� �قطتي� الطرفيتين

الحل:
 ( , )0 0 , ومرك��  .a b6 2 5= = من المعلومات المعطاة �جد �ن: 
c a b2 2 2= -

c a b2 2
= -

.6 2 52 2
= -
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هل يم�ن� حل م�ا� (5) بطريقة ��ر�� فسّر.  a   5
. ,A 2 2 6^ h ويمر بالنقطة cm10 �وجد معادلة القطع الناق� ال�� مرك�� (0 ,0) ومحور� ا���ر �فقي �ول�  b
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يتولد المجسم الناق� لأحد ��ه�ة ت�تي� الح�وا�، من دوران قطع �اق� �قطتا �رفي محور� الأكبر  6
� ف�و�د �حدا�يا� البؤرتين. , .B 0 3 51 ^ h ا كا�� �حدى �قطتي �رفي محور� الأ��ر�� . , , ,A A8 0 8 01 - 2^ ^h h

لمتابعة الهمس في ال�ا�� البي�اوية الشكل ف�ن ال�و� ال�� ينطل� من بؤرة يمكن 
ا��تما� �لي� بشكل تا� في البؤرة الثا�ية. على افترا� �ن �حدى ال�ا�� الكبرى 

. m46 m98 و مبنية على شكل بي�او� �ولي محوريها 
على �� مسافة من م�در ال�و� يجب �ن يكون موقع ش�� ليتمكن من �ماع� 

بشكل واض��
الحل:

a   م�در ال�و� عند �حدى البؤرتين
`   يجب �ن يقف الش�� عند البؤرة الأخرى حتى يسمع ال�و� بوضوح

98m الشكل البي�او� لل�الة يمثل قطعًا �اقً�ا ل� محور �كبر �ول� 
a2 98` =

a 49=

b2 46` =   46m و�و� المحور الأ��ر 
b 23=

c a b2 2 2
= -

( ) ( )c 49 232 2 2
= - من المعادلة: 

c 18722
=

.c 43 267.

.c2 86 5. والمسافة بين البؤرتين هي:
86. m5 �� حوالى 

.86 تقريبًا من م�در ال�و�. m5 يجب �ن يكون موقع الش�� على بعد 

. 6m3  ، m78 على افترا� �ن ال�الة بي�اوية الشكل �ولي محوريها   7
على �� مسافة من م�در ال�و� يجب �ن يكون موقع ش�� ليتمكن من �ما� ال�و� المنطل� بشكل واض��
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كراسة التمارين

43

نْ تمرَّ
7-2

القطع ال�اق�
Ellipse

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (4-1)، لكل معادلة من معاد�� القطع ال�اق� التالية �و��: ر�سي القطع - �رفي المحور ا���ر - البؤرتين - 
معادلتي دليلي القطع - �و� كل من المحورين، ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا لكل قطع.

(1) 1=+
x y
8 62

2

2

2

(2) 1=+
x y
4 62

2

2

2

(3) +x y3 5 225 02 2
- = (4) =+x y4 28 02 2

-

في التمارين (12-5)، اكتب معادلة القطع ال�اق� ال�� في�:

.B1 , 30 -^ h ، B2 ,0 3^ h ونقطتا طرفي المحور الأصغر ، F1 ,2 0-^ h ، F2 ,02^ h الب�رتان  (5)

 ، ,F 3 01 ^ h ّهما الب�رتين، علمًا أن F1 و F2 ،��هو نقطة على القطع النا V1 ّحيث إن ،V F V F 101 1 1 2+ =  (6)
. ,F 3 02 -^ h

A1 ,0 ، طو� المحور الأصغر 4. 5-^ h , A2 ,0 5^ h نقطتا طرفي المحور الأكبر هما  (7)

B1 ,0 ، طو� المحور الأكبر 10. 4-^ h , B2 ,0 4^ h  نقطتا طرفي المحور الأصغر  (8)

. ,C 2 3^ h ويمر بالنقطة ,F 5 0^ h مرك�� نقطة الأصل وإحدى ب�رتيه  (9)

الطرفيتين  نقطتيه  إحدى  الأصغر  ومحور�   ,A 6 01 -^ h  ,  ,A 062 ^ h الطرفيتان  نقطتا�  الأكبر  محور�   (10)
. ,B 0 41 -^ h

F, وطو� محور� الأصغر 6. 5 01 ^ h , ,F 052 -^ h �ب�رتا  (11)

طو� المحور الأكبر الذي ينطب� على محور السينات 10 والمسافة بين الب�رتين 6 ومرك�� نقطة الأصل.  (12)

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة �حيحة، و  في التمارين (5-1)، �للّ 

a  b  ,9 0^ h ، ,9 0-^ h :1 هما=+
y

9 52

2

2

2x رأسي القطع للقطع النا�� الذي معادلته:   (1)

a b 1=+
y

7 42

2

2

2x 33, هي إحدى ب�رتي القطع النا�� الذي معادلته:  0^ h النقطة  (2)

a  b  units10 x يساوي  y25 9 2252 2
+ = طو� المحور الأكبر للقطع النا�� الذي معادلته   (3)

a b  ,3 0!^ h هما ، 1
2

=+
y

16 25

2x ب�رتا القطع النا�� الذي معادلته:   (4)

a  b ، طو� المحور الأصغر يساوي 8  1
2

=+
y

16 36

2x في القطع النا�� الذي معادلته:   (5)
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معادلتي دليلي القطع - �و� كل من المحورين، ثم ارسم شكلاً تقريبي�ا لكل قطع.

(1) 1=+
x y
8 62

2

2

2

(2) 1=+
x y
4 62

2

2

2

(3) +x y3 5 225 02 2
- = (4) =+x y4 28 02 2

-

في التمارين (12-5)، اكتب معادلة القطع ال�اق� ال�� في�:

.B1 , 30 -^ h ، B2 ,0 3^ h ونقطتا طرفي المحور الأصغر ، F1 ,2 0-^ h ، F2 ,02^ h الب�رتان  (5)

 ، ,F 3 01 ^ h ّهما الب�رتين، علمًا أن F1 و F2 ،��هو نقطة على القطع النا V1 ّحيث إن ،V F V F 101 1 1 2+ =  (6)
. ,F 3 02 -^ h

A1 ,0 ، طو� المحور الأصغر 4. 5-^ h , A2 ,0 5^ h نقطتا طرفي المحور الأكبر هما  (7)

B1 ,0 ، طو� المحور الأكبر 10. 4-^ h , B2 ,0 4^ h  نقطتا طرفي المحور الأصغر  (8)

. ,C 2 3^ h ويمر بالنقطة ,F 5 0^ h مرك�� نقطة الأصل وإحدى ب�رتيه  (9)

الطرفيتين  نقطتيه  إحدى  الأصغر  ومحور�   ,A 6 01 -^ h  ,  ,A 062 ^ h الطرفيتان  نقطتا�  الأكبر  محور�   (10)
. ,B 0 41 -^ h

F, وطو� محور� الأصغر 6. 5 01 ^ h , ,F 052 -^ h �ب�رتا  (11)

طو� المحور الأكبر الذي ينطب� على محور السينات 10 والمسافة بين الب�رتين 6 ومرك�� نقطة الأصل.  (12)

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة �حيحة، و  في التمارين (5-1)، �للّ 

a  b  ,9 0^ h ، ,9 0-^ h :1 هما=+
y

9 52

2

2

2x رأسي القطع للقطع النا�� الذي معادلته:   (1)

a b 1=+
y

7 42

2

2

2x 33, هي إحدى ب�رتي القطع النا�� الذي معادلته:  0^ h النقطة  (2)

a  b  units10 x يساوي  y25 9 2252 2
+ = طو� المحور الأكبر للقطع النا�� الذي معادلته   (3)

a b  ,3 0!^ h هما ، 1
2

=+
y

16 25

2x ب�رتا القطع النا�� الذي معادلته:   (4)

a  b ، طو� المحور الأصغر يساوي 8  1
2

=+
y

16 36

2x في القطع النا�� الذي معادلته:   (5)
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المجموعة B تمارين موضوعية
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2x ب�رتا القطع النا�� الذي معادلته:   (4)
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=+
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في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.

x هما: y94 362 2
+ = النقطتان الطرفيتان للمحور الأصغر للقطع النا�� الذي معادلته   (6)

a ,2 0!^ h b ,03!^ h
c , 20 !^ h d ,0 3!^ h

0, هي: 6!^ h 07, والنقطتان الطرفيتان لمحور� الأصغر!^ h �معادلة القطع النا�� الذي ب�رتا  (7)

a 1
2

=
y

8 365

2

+
x b 1

2

=
y

36 85

2

+
x

c 1
2

=
y
3649

2

+
x  d 1

2

=
y

85 49

2

+
x

 units9 معادلة القطع النا�� الذي ب�رتا� على محور السينات ومرك�� نقطة الأصل و�و� محور� الأكبر   (8)
units4 هي: و�و� محور� الأصغر 

a 1
2

=
y

4 9

2

+
x b 1

2

=
.

y
20 25 4

2

+
x

c 1
2

=
y

9 4

2

+
x d 1

2

=
.
y

4 20 25

2

+
x

AF AF+ 21 . مجموع المسافتين  1
2

=
y

100 64

2

+
x A, تنتمي إلى القطع النا�� الذي معادلته  010-^ h النقطة  (9)

F, هما الب�رتان يساوي: F21 حيث 

a  units10  b units12

c  units14  d units20

1 يساوي:
2

=
y

100 64

2

+
x �و� المحور الأكبر للقطع النا��   (10)

a units12 b units2 41

c units16 d units20

25= هي: 7515 yx 02 2
+ - المسافة بين الب�رتين للقطع النا��   (11)

a 2 b 2 2

c  10 d 2 3

.
x y
20 25 4 1
2 2

+ = المسافة بين نقطة الأصل وأحد رأسي القطع النا�� على المحور الأكبر الذي معادلته   (12)
هي:

a  9 b  2

c  4.5 d  16.25
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في التمارين (15-13)، ل�ي� قائمتان. اختر من القائمة (2) ما يناسب كل تمرين في القائمة (1) لت�ل بيان كل قطع �اق� 
بم�ا�لت�.

القائمة (2) القائمة (1)

a

2

2

3

1

1-1-1-2

-2

-3 x

y x y16 12
2

+ =  (13)

b

2 3 41

1

-1-1
-2-3-4 x

y
x

y
9 12

+ =
2

 (14)

c

1

3
2
1

-2
-3

-1-1 x

y
1=x y

4 16

2

+
2

 (15)

d

x

y

1

3

2

2
1

-2
-1
-2
-3

-1
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

7-3

������� ���� ����y

xF2 F1

P1

الشكل المجاور يمثل بيا� المعادلة: 
x y9 16 1442 2
- =

a
x

b
y

12

2

2

2

- = اكت� المعادلة �لى الصورة:   a
P, تحق� المعادلة السابقة.  5 4

9
1 a k تحق� م� �� النقطة  b

( , ) , ( , )F F5 0 5 0-1 2 �و�د بعد النقطة P1 �� كل م� النقطتي�   c
P F P F-1 1 1 2 �و�د:   d

, , ( , )P P5 044
9

-2 3` j b مع النقطتي�:   , c كرر الخطوات   e
ما�ا ت����  f

تعريف: القطع الزائد
القطع الزائد هو مجموعة كل النقا� في المستوي التي تكون القيمة المطلقة للفر� بين بعدي كل 

�قطة منها عن �قطتين ثابتتين في المستوي ثابتاً.

F, تسمى بؤرة� وبعدا ��  F1 2 ا� وكل م� النقطتي� الثابتتي�  ا �ائد� (a) قطع� يو�� الشكل
d, (�ي� ال�ر� بين�ما �اب�). يتكو� القطع الزائد م� منحنيي� من�صلي�  d1 نقطة �ن�ما 2
L, خطين مقاربين مائلين للقطع. المستقي� المار بال��رتي� يقطع  L1 (فر�ي�) ويسمى الخطا� 2
فر�ي القطع في �قطتي الر�سين� وتسمى القطعة المستقيمة الوا�لة بي� الر��ي� بالمحور القا�ع 

(الأساسي)� كما تسمى نقطة منتص� المحور القاطع مركز القطع الزائد.

x

y

d1

( , )F c 02( , )F c 0-1

( , )P x y

d2

خ� مقارب مائل

خ� مقارب مائل

ر��
بؤرة بؤرة

المركز
ر��

L1L2

 (a) شكل

القطع الزائد
Hyperbola

سوف تتعلم
القطع الزائد. •
خواص القطع الزائد. •

المفردات �الم�طلحات:
• Hyperbola قطع زائد 
خطو� مقاربة •

Asymptotes
• Vertices ر��� 

معلومة:
ال�� المقارب المائل

M

H
c

d

y

x

d هو خ� مقارب مائل للمنحنى 
 0MH$ المسافة  ��ا   c
�لى   M النقطة  تبتعد  عندما 

.c اللا �هاية على المنحنى

الرب� بالتكنولوجيا:
لرسم بيان القطو� الم�ر��ية 

على ا�لة الحاسبة البيا�ية:
من القائمة Menu ��قر على 

Conics فت�هر ال�فحة.
Select Equation  
X A Y K K2
= - +^ h  

X AY BY C2
= + +  

Y A X H K2
= - +^ h  

Y AX BX C2
= + +  

X H Y H R2 2 2
- + - =^ ^h h

0AX AY BX CY D2 2
+ + + + =

1
A

X H
B

Y H
2

2

2

2

=
-

+
-^ ^h h

1
A

X H
B

Y H
2

2

2

2

=
-

-
-^ ^h h

1
B

Y H
A

X H
2

2

2

2

=
-

-
-^ ^h h

اختر المعادلة. فت�هر �فحة 
تت�من المعاملات �ال�واب�. 
= في�هر  عوّ� ثم ��قر على 

الرسم البيا�ي للقطع الم�ر��ي 
على الشاشة.

118

معادلة القطع الزائد ال�� م�كز� �قطة الأ�� كالتالي:

ba
y x

12

2

2

2

- = a
x

b
y

12

2

2

2

- = المعادلة
y
b
a x

=

y
b ax

-

=

y

x

F2

A1

A2

F1

B1 B2

y
a
b x

=

y
a bx

-

=

y

xA2A1F1 F2

B1

B2

بيان القطع

, , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h , , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h ���ا المحور 
القا�ع ال��سان

�نطب� على محور ال�ادات �نطب� على محور السينات المحور القا�ع 
(الأساسي)

2a
�و� المحور 
القا�ع

, 0 ,,B b B b 02-1 ^ ^h h , , ,B b B b0 02-1 ^ ^h h ���ا المحور 
الم�ا��

2b
�و� المحور 
الم�ا��

, , ,F c F c0 0-1 2^ ^h h , , ,F c F c0 0-1 2^ ^h h البؤرتان

c a b2 2 2
= + العلاقة الأساسية

y xb
a

!= xy a
b

!=
معادلة ال�طين 
المقاربين

y c
a2

!= x c
a2

!= معادلة الدليلين

القطع متنا�� �و� محور�� �م�كز� التنا��
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x معادلة قطع زائد، �و�د: y9 16 1442 2
- = لتكن: 

ر�سي القطع الزائد.  a
البؤرتين.  b

معادلتي دليلي القطع.  c
�و� كل من المحورين.  d

معادلة كل من ال�طين المقاربين ثم ارسم شكلاً ت�طيطي�ا للقطع.  e
الحل:

x y9 16 1442 2
- = المعادلة   a

x y
144
9

144
16

144
1442 2

- = اقسم ���ي المعادلة على 144 
x y
16 9 1
2 2

- =

a
x

b
y

12

2

2

2

- = والمعادلة على ال�ور�:   
المحور القا�ع على محور السينات وبالتالي:

a a16 42 (= =

b b9 32 (= =

, , ,A A4 0 4 02-1 ^ ^h h ر�سا القطع الزائد هما: 

c a b2 2 2
= + لإيجاد البؤرتين �كت� المعادلة:   b

c 16 9 252
= + = بالتعوي�: 
c 5=

, , ,F F5 0 5 02-1 ^ ^h h البؤرتان:

x c
a2

=  , x c
a2

-= معادلتي دليلي القطع الزائد:   c

5
16x =  , 5

16x -=

a2 2 4 8#= = �و� المحور القا�ع:   d
b2 2 3 6#= = �و� المحور الم�ا��: 

4 5 x

y
3

3

1

1-1

-2

-2

-3

-3
-1

-4-5

2

2

y

x4
3

=
-

F1 F2A1 A2

y

x
4
3
=

 y a
b x!= معادلة كل من ال�طين المقاربين:   e

y x4
3

!=
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لرسم م�ط� ه�ا القطع الزائد �عينّ �رفي المحور الأساسي (ر�� القطع) و�رسم منهما مستقيمين موازيين لمحور ال�ادات 
و�عينّ �رفي المحور المراف� و�رسم منهما مستقيمين موازيين لمحور السينات.

تتقا�ع ه�� المستقيمات في �ربع �قا� تشكل ر�و� مستطيل وال�طان المقاربان للقطع الزائد ينطبقان على قطري المستطيل 
و�كمل رسم بيان القطع.

y معادلة قطع زائد، �و�د: x9 25 2252 2
- = لتكن:   1

ر�سي القطع الزائد.  a
البؤرتين.  b

معادلتي دليلي القطع.  c
�و� كل من المحورين.  d

معادلة كل من ال�طين المقاربين ثم ارسم شكلاً ت�طيطي�ا للقطع.  e

, , ,2 2A A0 0- 21 ^ ^h h �ور�سا , , ,3 3F F0 02-1 ^ ^h h �و�د معادلة القطع الزائد ال�ي بؤرتا�
ثم �و�د معادلة كلّ من �طي� المقاربين وارسم شكلاً تقريبي�ا للقطع.

الحل:
a  البؤرتين على محور ال�ادات.

a
y

b
x

12

2

2

2

- = `  معادلة القطع الزائد هي: 
3c =   `   , 3F 02 ^ h د� البؤرتين��  a
2a =   `   , 2A 02 ^ h د الر�سين��  a

3 2

c a b

b

2 2 2

2 2 2

= +

= +
ولكن:

x

y

3
4

3 4
1

1-1-1-2

-2

-3-4

-3
-4

2

2
A1

A2

B2 B1

F2

F1

b c a2 2 2= -

9 4= -

5=

-
2

4 5
y x

1
2

= معادلة القطع الزائد هي: 

 5
2 5

5
2

y x y x y xb
a
& &! ! != = = معادلتا ال�طين المقاربين هما: 

,a b! !^ h :لرسم م�ط� القطع الزائد، �بد� برسم مستطيل ر�وس� هي الأزوا� المرتبة
، ثم �رسم ال�طين المقاربين على ��هما ينطبقان على قطري المستطيل و�كمل رسم بيان القطع. , 52! !^ h

، ثم �و�د معادلة كلّ من  1 ( , ) , ( , )A A2 0 2 0- 2 ) ور�سا�  , ) , ( , )F F4 0 4 0-1 2 �و�د معادلة القطع الزائد ال�ي بؤرتا�   2
�طي� المقاربين، وارسم شكلاً تقريبي�ا للقطع.
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

مثال  2

حاول أن تحل 2

لرسم م�ط� ه�ا القطع الزائد �عينّ �رفي المحور الأساسي (ر�� القطع) و�رسم منهما مستقيمين موازيين لمحور ال�ادات 
و�عينّ �رفي المحور المراف� و�رسم منهما مستقيمين موازيين لمحور السينات.

تتقا�ع ه�� المستقيمات في �ربع �قا� تشكل ر�و� مستطيل وال�طان المقاربان للقطع الزائد ينطبقان على قطري المستطيل 
و�كمل رسم بيان القطع.

y معادلة قطع زائد، �و�د: x9 25 2252 2
- = لتكن:   1

ر�سي القطع الزائد.  a
البؤرتين.  b

معادلتي دليلي القطع.  c
�و� كل من المحورين.  d

معادلة كل من ال�طين المقاربين ثم ارسم شكلاً ت�طيطي�ا للقطع.  e

, , ,2 2A A0 0- 21 ^ ^h h �ور�سا , , ,3 3F F0 02-1 ^ ^h h �و�د معادلة القطع الزائد ال�ي بؤرتا�
ثم �و�د معادلة كلّ من �طي� المقاربين وارسم شكلاً تقريبي�ا للقطع.

الحل:
a  البؤرتين على محور ال�ادات.

a
y

b
x

12

2

2

2

- = `  معادلة القطع الزائد هي: 
3c =   `   , 3F 02 ^ h د� البؤرتين��  a
2a =   `   , 2A 02 ^ h د الر�سين��  a

3 2

c a b

b

2 2 2

2 2 2

= +

= +
ولكن:

x

y

3
4

3 4
1

1-1-1-2

-2

-3-4

-3
-4

2

2
A1

A2

B2 B1

F2

F1

b c a2 2 2= -

9 4= -

5=

-
2

4 5
y x

1
2

= معادلة القطع الزائد هي: 

 5
2 5

5
2

y x y x y xb
a
& &! ! != = = معادلتا ال�طين المقاربين هما: 

,a b! !^ h :لرسم م�ط� القطع الزائد، �بد� برسم مستطيل ر�وس� هي الأزوا� المرتبة
، ثم �رسم ال�طين المقاربين على ��هما ينطبقان على قطري المستطيل و�كمل رسم بيان القطع. , 52! !^ h

، ثم �و�د معادلة كلّ من  1 ( , ) , ( , )A A2 0 2 0- 2 ) ور�سا�  , ) , ( , )F F4 0 4 0-1 2 �و�د معادلة القطع الزائد ال�ي بؤرتا�   2
�طي� المقاربين، وارسم شكلاً تقريبي�ا للقطع.
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لرسم م�ط� ه�ا القطع الزائد �عينّ �رفي المحور الأساسي (ر�� القطع) و�رسم منهما مستقيمين موازيين لمحور ال�ادات 
و�عينّ �رفي المحور المراف� و�رسم منهما مستقيمين موازيين لمحور السينات.

تتقا�ع ه�� المستقيمات في �ربع �قا� تشكل ر�و� مستطيل وال�طان المقاربان للقطع الزائد ينطبقان على قطري المستطيل 
و�كمل رسم بيان القطع.

y معادلة قطع زائد، �و�د: x9 25 2252 2
- = لتكن:   1

ر�سي القطع الزائد.  a
البؤرتين.  b

معادلتي دليلي القطع.  c
�و� كل من المحورين.  d

معادلة كل من ال�طين المقاربين ثم ارسم شكلاً ت�طيطي�ا للقطع.  e

, , ,2 2A A0 0- 21 ^ ^h h �ور�سا , , ,3 3F F0 02-1 ^ ^h h �و�د معادلة القطع الزائد ال�ي بؤرتا�
ثم �و�د معادلة كلّ من �طي� المقاربين وارسم شكلاً تقريبي�ا للقطع.

الحل:
a  البؤرتين على محور ال�ادات.

a
y

b
x

12

2

2

2

- = `  معادلة القطع الزائد هي: 
3c =   `   , 3F 02 ^ h د� البؤرتين��  a
2a =   `   , 2A 02 ^ h د الر�سين��  a

3 2

c a b

b

2 2 2

2 2 2

= +

= +
ولكن:

x

y

3
4

3 4
1

1-1-1-2

-2

-3-4

-3
-4

2

2
A1

A2

B2 B1

F2

F1

b c a2 2 2= -

9 4= -

5=

-
2

4 5
y x

1
2

= معادلة القطع الزائد هي: 

 5
2 5

5
2

y x y x y xb
a
& &! ! != = = معادلتا ال�طين المقاربين هما: 

,a b! !^ h :لرسم م�ط� القطع الزائد، �بد� برسم مستطيل ر�وس� هي الأزوا� المرتبة
، ثم �رسم ال�طين المقاربين على ��هما ينطبقان على قطري المستطيل و�كمل رسم بيان القطع. , 52! !^ h

، ثم �و�د معادلة كلّ من  1 ( , ) , ( , )A A2 0 2 0- 2 ) ور�سا�  , ) , ( , )F F4 0 4 0-1 2 �و�د معادلة القطع الزائد ال�ي بؤرتا�   2
�طي� المقاربين، وارسم شكلاً تقريبي�ا للقطع.
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

حاول أن تحل  3

مثال  3

م���ة: يم�ن� رسم م�ط� القطع الزائد بطر� �خر�.

y x5
3

= F, ومعادلة ��د خطي� المقاربين هي:  0 34^ h �0, و��د� ب�رتي 0^ h �و�د معادلة القطع الزائد ال�� مر�ز�
الحل:

,F 0 34^ h د� البورتين��   a
-2

2

a
y

b
x

1
2

2 = `   المحور القا�ع ينطب� على محور ال�ادات ومعادل��: 
c a b2 2 2a = +

a b34 2 2` = +  (1)
y x5
3

= a �ي� من المعطى 
by x= معادلة المقارب: 

b
a

5
3

` =

ba 5
3

` =

b b34 5
3 2

2
= +a k بال�عوي� في المعادلة  (1):  
9b b34 25

2
2

= +

850 9b b252 2
= +

b 34
8502

=

b b 5252 (= =

a
b
5
3

= لإيجاد قيمة a �س��د�: 

3a
5
5
3 #

==

2 2y x
9 25 1- = ومعادلة القطع الزائد هي: 

y x5
4

= F, ومعادلة ��د خطية المقاربين  41 0^ h �و�د معادلة القطع الزائد ال�� مر�ز� (0 ,0) و��د� ب�رتي�  3

. ,5 2-^ h 4, ويمر بالنقطة 0-^ h �0, و��د ر�سي 0^ h �و�د معادلة القطع الزائد ال�� مر�ز�
الحل:

,4 0-^ h د ر�سي القطع الزائد��   a
`   المحور القا�ع ينطب� على محور السينات

123

م���ة: يم�ن� رسم م�ط� القطع الزائد بطر� �خر�.

y x5
3

= F, ومعادلة ��د خطي� المقاربين هي:  0 34^ h �0, و��د� ب�رتي 0^ h �و�د معادلة القطع الزائد ال�� مر�ز�
الحل:

,F 0 34^ h د� البورتين��   a
-2

2

a
y

b
x

1
2

2 = `   المحور القا�ع ينطب� على محور ال�ادات ومعادل��: 
c a b2 2 2a = +

a b34 2 2` = +  (1)
y x5
3

= a �ي� من المعطى 
by x= معادلة المقارب: 

b
a

5
3

` =

ba 5
3

` =

b b34 5
3 2

2
= +a k بال�عوي� في المعادلة  (1):  
9b b34 25

2
2

= +

850 9b b252 2
= +

b 34
8502

=

b b 5252 (= =

a
b
5
3

= لإيجاد قيمة a �س��د�: 

3a
5
5
3 #

==

2 2y x
9 25 1- = ومعادلة القطع الزائد هي: 

y x5
4

= F, ومعادلة ��د خطية المقاربين  41 0^ h �و�د معادلة القطع الزائد ال�� مر�ز� (0 ,0) و��د� ب�رتي�  3

. ,5 2-^ h 4, ويمر بالنقطة 0-^ h �0, و��د ر�سي 0^ h �و�د معادلة القطع الزائد ال�� مر�ز�
الحل:

,4 0-^ h د ر�سي القطع الزائد��   a
`   المحور القا�ع ينطب� على محور السينات

123
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

حاول أن تحل  4

مثال  4

م���ة: يم�ن� رسم م�ط� القطع الزائد بطر� �خر�.

y x5
3

= F, ومعادلة ��د خطي� المقاربين هي:  0 34^ h �0, و��د� ب�رتي 0^ h �و�د معادلة القطع الزائد ال�� مر�ز�
الحل:

,F 0 34^ h د� البورتين��   a
-2

2

a
y

b
x

1
2

2 = `   المحور القا�ع ينطب� على محور ال�ادات ومعادل��: 
c a b2 2 2a = +

a b34 2 2` = +  (1)
y x5
3

= a �ي� من المعطى 
by x= معادلة المقارب: 

b
a

5
3

` =

ba 5
3

` =

b b34 5
3 2

2
= +a k بال�عوي� في المعادلة  (1):  
9b b34 25

2
2

= +

850 9b b252 2
= +

b 34
8502

=

b b 5252 (= =

a
b
5
3

= لإيجاد قيمة a �س��د�: 

3a
5
5
3 #

==

2 2y x
9 25 1- = ومعادلة القطع الزائد هي: 

y x5
4

= F, ومعادلة ��د خطية المقاربين  41 0^ h �و�د معادلة القطع الزائد ال�� مر�ز� (0 ,0) و��د� ب�رتي�  3

. ,5 2-^ h 4, ويمر بالنقطة 0-^ h �0, و��د ر�سي 0^ h �و�د معادلة القطع الزائد ال�� مر�ز�
الحل:

,4 0-^ h د ر�سي القطع الزائد��   a
`   المحور القا�ع ينطب� على محور السينات

123

2

2

2

2

a
x

b
y

1- = ومعادلة القطع هي:
a فيكون: 4= من المعطيات: 

2

2

2x
b
y

116 - =

,5 2-^ h يمر القطع الزائد بالنقطة
2 2b b16

25 4
1 16

25 4
1(` - = - = بالتعوي�  

2
9

b16
4

=

2b 9
64

=

16
9
64 1

x y2 2

- = معادلة القطع الزائد: 

16 64
9

1
x y2 2

- =

,3 2
5

- -a k 0, ويمر بالنقطة 4
5a k �و�د معادلة القطع الزائد ال�� مركز� (0 ,0) و�حد ر�سي�  4

تطبيقات باست�دا� القطع الزائد
ا قري��ا  يت�د� العلماء �� ��رية تقول �� الجرم السماوي ال�ي يت�ر� �م� مجال جا�بية جس� ��ر ��ق� م�� يت�ع مسار�
ا م� �ك� قطع مخروطي حي� �حد� ب�رتي� �ي الجس� ا��ق�� مثال �ل� �ل� الشم� �ي �حد� ب�رتي الكواك�  جد�
� مع�ا حلقة جزئية لتتر� بعد  التي تدور حول�ا. �ما حركة الم���ا� بال�س�ة للشم� ��ري�ا ف���ا تقتر� م� الشم� ويكو�

ا يش�� �حد فروع القطع الزائد. �ل� ال��ام الشمسي وت�تعد في ال��اء الواسع لتت�ع مسار�

تطبيقات حياتية
عند اقتراب مركبة ف�ائية من �حد الكواكب، ت��يرّ �ا�بية ه�ا الكوكب مسار المركبة �لى قطع زائد.
kma 332 965=  ، . kmc 492 788 2= �و�د معادلة تنم�� مسار مركبة ف�ائية قرب كوكب زحل ��ا كان 

الحل:
�فر� �ن مركز القطع الزائد هو �قطة الأ�ل و�ن المحور القا�ع �فقي.

1
a
x

b

y
2

2

2

2

=- تكون المعادلة على ال�ور�:  
c a b2 2 2
= + العلاقة الأساسية للقطع الزائد 

b c a2 2 2
= -   b2 حل في 

.b 492 788 2 332 9652 2 2
= -^ ^h h عوّ�  

 .b 1 320 102 11
#. است�د� �لة حاسبة 

=-
. .

x y
1 109 10 1 320 10

111

2

11

2

# #

- =
. .

x y
1 109 10 1 320 10

111

2

11

2

# #
يمكن �ن تنم�� مسار سفينة ف�ائية حو� زحل بالمعادلة: 
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أ : سلامة علي الركاض

كراسة التمارين

46

نْ تمرَّ
7-3

القطع الزائد
Hyperbola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمرينين (2-1)، لكل معادلة من معاد�� القطع الزائد التالية �و�د: ر�سي القطع - البؤرتين - معادلة كل من ال�طين 
المقاربين - معادلة كل من الدليلين - �و� كل من المحورين، ثم ارسم شكلاً ت�طيطي�ا للقطع الزائد.

(1) 1=-
y x
25 16

2 2

(2) x y24 12 192 02 2
- - =

) ثم أوجد معادلة  , ) , ( , )A A3 30 0-1 2 F, ورأسا�  05-1 ^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي إحدى ب�رتيه  (3)
ًّا له. كل من خطيه المقاربين وارسم �كً� تقريبي

F, ومعادلة أحد خطيه المقاربين  50 -1
^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� (0 , 0) وإحدى ب�رتيه  (4)

. =y x2

.( , )1 1 A, ويمر بالنقطة  3
2
02 a k أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل وأحد رأسيه  (5)

) ومحور� الأساسي  , ) , ( , )A B2 1 4 3 أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (6)
جز� من محور السينات.

 . ( , )B 150 0- ) وبعد� ب�انيتين سمع الصوت نفسه عند النقطة  , )A 150 0 سمع صوت طل� ناري عند النقطة   (7)
) التي يمكن أن تكون مصدرًا للصوت تم�ل قطعًا زائدًا، ثم أوجد معادلته  , )P x y أثبت أن مجموعة النقا� 

units/s50 علمًا بأن سرعة الصوت في ال�وا� 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة �حيحة، و  في التمارين (4-1)، �للّ 

a b x هي معادلة قطع زائد.  y 42 2
- =  (1)

a b x هما متعامدان.  y 122 2
- = الخطاّن المقاربان للقطع الزائد الذي معادلته   (2)

a b  . , 30 -^ h , ,0 3^ h :هما -
y x

19 18 =
2 2

إحداثيات ب�رتي القطع الزائد الذي معادلته   (3)

x y25 1
2

2
- = نقطتا طرفي المحور المراف� للقطع الزائد الذي معادلته   (4)

a b  . ,B 1 01 ^ h , ,B 012 -^ h :هما
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نْ تمرَّ
7-3

القطع الزائد
Hyperbola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمرينين (2-1)، لكل معادلة من معاد�� القطع الزائد التالية �و�د: ر�سي القطع - البؤرتين - معادلة كل من ال�طين 
المقاربين - معادلة كل من الدليلين - �و� كل من المحورين، ثم ارسم شكلاً ت�طيطي�ا للقطع الزائد.

(1) 1=-
y x
25 16

2 2

(2) x y24 12 192 02 2
- - =

) ثم أوجد معادلة  , ) , ( , )A A3 30 0-1 2 F, ورأسا�  05-1 ^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي إحدى ب�رتيه  (3)
ًّا له. كل من خطيه المقاربين وارسم �كً� تقريبي

F, ومعادلة أحد خطيه المقاربين  50 -1
^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� (0 , 0) وإحدى ب�رتيه  (4)

. =y x2

.( , )1 1 A, ويمر بالنقطة  3
2
02 a k أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل وأحد رأسيه  (5)

) ومحور� الأساسي  , ) , ( , )A B2 1 4 3 أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (6)
جز� من محور السينات.

 . ( , )B 150 0- ) وبعد� ب�انيتين سمع الصوت نفسه عند النقطة  , )A 150 0 سمع صوت طل� ناري عند النقطة   (7)
) التي يمكن أن تكون مصدرًا للصوت تم�ل قطعًا زائدًا، ثم أوجد معادلته  , )P x y أثبت أن مجموعة النقا� 

units/s50 علمًا بأن سرعة الصوت في ال�وا� 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة �حيحة، و  في التمارين (4-1)، �للّ 

a b x هي معادلة قطع زائد.  y 42 2
- =  (1)

a b x هما متعامدان.  y 122 2
- = الخطاّن المقاربان للقطع الزائد الذي معادلته   (2)

a b  . , 30 -^ h , ,0 3^ h :هما -
y x

19 18 =
2 2

إحداثيات ب�رتي القطع الزائد الذي معادلته   (3)

x y25 1
2

2
- = نقطتا طرفي المحور المراف� للقطع الزائد الذي معادلته   (4)

a b  . ,B 1 01 ^ h , ,B 012 -^ h :هما

7 - 3
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نْ تمرَّ
7-3

القطع الزائد
Hyperbola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمرينين (2-1)، لكل معادلة من معاد�� القطع الزائد التالية �و�د: ر�سي القطع - البؤرتين - معادلة كل من ال�طين 
المقاربين - معادلة كل من الدليلين - �و� كل من المحورين، ثم ارسم شكلاً ت�طيطي�ا للقطع الزائد.

(1) 1=-
y x
25 16

2 2

(2) x y24 12 192 02 2
- - =

) ثم أوجد معادلة  , ) , ( , )A A3 30 0-1 2 F, ورأسا�  05-1 ^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي إحدى ب�رتيه  (3)
ًّا له. كل من خطيه المقاربين وارسم �كً� تقريبي

F, ومعادلة أحد خطيه المقاربين  50 -1
^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� (0 , 0) وإحدى ب�رتيه  (4)

. =y x2

.( , )1 1 A, ويمر بالنقطة  3
2
02 a k أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل وأحد رأسيه  (5)

) ومحور� الأساسي  , ) , ( , )A B2 1 4 3 أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (6)
جز� من محور السينات.

 . ( , )B 150 0- ) وبعد� ب�انيتين سمع الصوت نفسه عند النقطة  , )A 150 0 سمع صوت طل� ناري عند النقطة   (7)
) التي يمكن أن تكون مصدرًا للصوت تم�ل قطعًا زائدًا، ثم أوجد معادلته  , )P x y أثبت أن مجموعة النقا� 

units/s50 علمًا بأن سرعة الصوت في ال�وا� 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة �حيحة، و  في التمارين (4-1)، �للّ 

a b x هي معادلة قطع زائد.  y 42 2
- =  (1)

a b x هما متعامدان.  y 122 2
- = الخطاّن المقاربان للقطع الزائد الذي معادلته   (2)

a b  . , 30 -^ h , ,0 3^ h :هما -
y x

19 18 =
2 2

إحداثيات ب�رتي القطع الزائد الذي معادلته   (3)

x y25 1
2

2
- = نقطتا طرفي المحور المراف� للقطع الزائد الذي معادلته   (4)

a b  . ,B 1 01 ^ h , ,B 012 -^ h :هما
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نْ تمرَّ
7-3

القطع الزائد
Hyperbola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمرينين (2-1)، لكل معادلة من معاد�� القطع الزائد التالية �و�د: ر�سي القطع - البؤرتين - معادلة كل من ال�طين 
المقاربين - معادلة كل من الدليلين - �و� كل من المحورين، ثم ارسم شكلاً ت�طيطي�ا للقطع الزائد.

(1) 1=-
y x
25 16

2 2

(2) x y24 12 192 02 2
- - =

) ثم أوجد معادلة  , ) , ( , )A A3 30 0-1 2 F, ورأسا�  05-1 ^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي إحدى ب�رتيه  (3)
ًّا له. كل من خطيه المقاربين وارسم �كً� تقريبي

F, ومعادلة أحد خطيه المقاربين  50 -1
^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� (0 , 0) وإحدى ب�رتيه  (4)

. =y x2

.( , )1 1 A, ويمر بالنقطة  3
2
02 a k أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل وأحد رأسيه  (5)

) ومحور� الأساسي  , ) , ( , )A B2 1 4 3 أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (6)
جز� من محور السينات.

 . ( , )B 150 0- ) وبعد� ب�انيتين سمع الصوت نفسه عند النقطة  , )A 150 0 سمع صوت طل� ناري عند النقطة   (7)
) التي يمكن أن تكون مصدرًا للصوت تم�ل قطعًا زائدًا، ثم أوجد معادلته  , )P x y أثبت أن مجموعة النقا� 

units/s50 علمًا بأن سرعة الصوت في ال�وا� 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة �حيحة، و  في التمارين (4-1)، �للّ 

a b x هي معادلة قطع زائد.  y 42 2
- =  (1)

a b x هما متعامدان.  y 122 2
- = الخطاّن المقاربان للقطع الزائد الذي معادلته   (2)

a b  . , 30 -^ h , ,0 3^ h :هما -
y x

19 18 =
2 2

إحداثيات ب�رتي القطع الزائد الذي معادلته   (3)

x y25 1
2

2
- = نقطتا طرفي المحور المراف� للقطع الزائد الذي معادلته   (4)

a b  . ,B 1 01 ^ h , ,B 012 -^ h :هما

7 - 3
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نْ تمرَّ
7-3

القطع الزائد
Hyperbola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمرينين (2-1)، لكل معادلة من معاد�� القطع الزائد التالية �و�د: ر�سي القطع - البؤرتين - معادلة كل من ال�طين 
المقاربين - معادلة كل من الدليلين - �و� كل من المحورين، ثم ارسم شكلاً ت�طيطي�ا للقطع الزائد.

(1) 1=-
y x
25 16

2 2

(2) x y24 12 192 02 2
- - =

) ثم أوجد معادلة  , ) , ( , )A A3 30 0-1 2 F, ورأسا�  05-1 ^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي إحدى ب�رتيه  (3)
ًّا له. كل من خطيه المقاربين وارسم �كً� تقريبي

F, ومعادلة أحد خطيه المقاربين  50 -1
^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� (0 , 0) وإحدى ب�رتيه  (4)

. =y x2

.( , )1 1 A, ويمر بالنقطة  3
2
02 a k أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل وأحد رأسيه  (5)

) ومحور� الأساسي  , ) , ( , )A B2 1 4 3 أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (6)
جز� من محور السينات.

 . ( , )B 150 0- ) وبعد� ب�انيتين سمع الصوت نفسه عند النقطة  , )A 150 0 سمع صوت طل� ناري عند النقطة   (7)
) التي يمكن أن تكون مصدرًا للصوت تم�ل قطعًا زائدًا، ثم أوجد معادلته  , )P x y أثبت أن مجموعة النقا� 

units/s50 علمًا بأن سرعة الصوت في ال�وا� 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة �حيحة، و  في التمارين (4-1)، �للّ 

a b x هي معادلة قطع زائد.  y 42 2
- =  (1)

a b x هما متعامدان.  y 122 2
- = الخطاّن المقاربان للقطع الزائد الذي معادلته   (2)

a b  . , 30 -^ h , ,0 3^ h :هما -
y x

19 18 =
2 2

إحداثيات ب�رتي القطع الزائد الذي معادلته   (3)

x y25 1
2

2
- = نقطتا طرفي المحور المراف� للقطع الزائد الذي معادلته   (4)

a b  . ,B 1 01 ^ h , ,B 012 -^ h :هما
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نْ تمرَّ
7-3

القطع الزائد
Hyperbola

المجموعة A تمارين مقالية

في التمرينين (2-1)، لكل معادلة من معاد�� القطع الزائد التالية �و�د: ر�سي القطع - البؤرتين - معادلة كل من ال�طين 
المقاربين - معادلة كل من الدليلين - �و� كل من المحورين، ثم ارسم شكلاً ت�طيطي�ا للقطع الزائد.

(1) 1=-
y x
25 16

2 2

(2) x y24 12 192 02 2
- - =

) ثم أوجد معادلة  , ) , ( , )A A3 30 0-1 2 F, ورأسا�  05-1 ^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي إحدى ب�رتيه  (3)
ًّا له. كل من خطيه المقاربين وارسم �كً� تقريبي

F, ومعادلة أحد خطيه المقاربين  50 -1
^ h أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� (0 , 0) وإحدى ب�رتيه  (4)

. =y x2

.( , )1 1 A, ويمر بالنقطة  3
2
02 a k أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل وأحد رأسيه  (5)

) ومحور� الأساسي  , ) , ( , )A B2 1 4 3 أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركز� نقطة الأصل ويمر بالنقطتين   (6)
جز� من محور السينات.

 . ( , )B 150 0- ) وبعد� ب�انيتين سمع الصوت نفسه عند النقطة  , )A 150 0 سمع صوت طل� ناري عند النقطة   (7)
) التي يمكن أن تكون مصدرًا للصوت تم�ل قطعًا زائدًا، ثم أوجد معادلته  , )P x y أثبت أن مجموعة النقا� 

units/s50 علمًا بأن سرعة الصوت في ال�وا� 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة �حيحة، و  في التمارين (4-1)، �للّ 

a b x هي معادلة قطع زائد.  y 42 2
- =  (1)

a b x هما متعامدان.  y 122 2
- = الخطاّن المقاربان للقطع الزائد الذي معادلته   (2)

a b  . , 30 -^ h , ,0 3^ h :هما -
y x

19 18 =
2 2

إحداثيات ب�رتي القطع الزائد الذي معادلته   (3)

x y25 1
2

2
- = نقطتا طرفي المحور المراف� للقطع الزائد الذي معادلته   (4)

a b  . ,B 1 01 ^ h , ,B 012 -^ h :هما
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في التمارين (11-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.

0, وطو� محور� القاطع 4 هي: 3!^ h �معادلة القطع الزائد الذي ب�رتا  (5)

a  1=-
x y
4 5

2 2

b  1=-
y x
5 4

22

c  1=-
y x
4 5

22

d  1=-
x y
5 4

2 2

� فيمرّ أحد الخطين المقاربين له في النقطة: 1=-
x y
5 3

2 2

إذا كانت معادلة القطع الزائد   (6)

a ,2 2 5
3a k b ,3

5
2a k

c ,2 5
3
2a k d  ,3

5
2 5
3a k

6, هي: 0!^ h معادلة القطع الزائد الذي نقطتي تقاطعه مع المحور السيني هما  (7)

a  =y x 362
-2  b  1=-

y x
36 49

22

c  1=-
x y
25 36

22
d 1=-

x y
436

2 2

y بوحدة الطو� يساوي: x2550 100 02 2
- - = البعد بين ب�رتي القطع الزائد الذي معادلته:   (8)

a 6 b 62

c  6 d 2 2

: ,0 4!^ h منحنى أي معادلة مما يلي � يقطع المحور الصادي في  (9)

a =y x 162
-2 b 2 =y x4 16 64-

2

c 1=-
x y
25 61

22
d  1=-

y x
16 9

2 2

-=1 مع محور السينات هما:
x y
25 49

22

نقطتا تقاطع القطع الزائد الذي معادلته:   (10)

a ,7 0!^ h b ,5 0!^ h
c ,0 5!^ h d ًّا مما �ب� لي� أي

-= هما:
x y
8 32 2

22

معادلتا الخطين المقاربين للقطع الزائد:   (11)

a =y x2! b =y x2
1

!

c =y x4! d =y x14!

7 - 3
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في التمارين (11-5)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.

0, وطو� محور� القاطع 4 هي: 3!^ h �معادلة القطع الزائد الذي ب�رتا  (5)

a  1=-
x y
4 5

2 2

b  1=-
y x
5 4

22

c  1=-
y x
4 5

22

d  1=-
x y
5 4

2 2

� فيمرّ أحد الخطين المقاربين له في النقطة: 1=-
x y
5 3

2 2

إذا كانت معادلة القطع الزائد   (6)

a ,2 2 5
3a k b ,3

5
2a k

c ,2 5
3
2a k d  ,3

5
2 5
3a k

6, هي: 0!^ h معادلة القطع الزائد الذي نقطتي تقاطعه مع المحور السيني هما  (7)

a  =y x 362
-2  b  1=-

y x
36 49

22

c  1=-
x y
25 36

22
d 1=-

x y
436

2 2

y بوحدة الطو� يساوي: x2550 100 02 2
- - = البعد بين ب�رتي القطع الزائد الذي معادلته:   (8)

a 6 b 62

c  6 d 2 2

: ,0 4!^ h منحنى أي معادلة مما يلي � يقطع المحور الصادي في  (9)

a =y x 162
-2 b 2 =y x4 16 64-

2

c 1=-
x y
25 61

22
d  1=-

y x
16 9

2 2

-=1 مع محور السينات هما:
x y
25 49

22

نقطتا تقاطع القطع الزائد الذي معادلته:   (10)

a ,7 0!^ h b ,5 0!^ h
c ,0 5!^ h d ًّا مما �ب� لي� أي

-= هما:
x y
8 32 2

22

معادلتا الخطين المقاربين للقطع الزائد:   (11)

a =y x2! b =y x2
1

!

c =y x4! d =y x14!

7 - 3
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بيان كل قطع زائد  لت�ل  القائمة (1)  يناسب كل تمرين في  ما  القائمة (2)  قائمتان. اختر من  التمارين (14-12)، لدي�  في 
بم�ا�لت�.

القائمة (2) القائمة (1)

a

1
2
3

3 51-1-3
-2

-5 x

y
- 1=x y

25 16

22

 (12)

b

4

2
4
6

62-2
-2

-4-6

-4

x

y - =y x3 222  (13)

c

10

5

5
-5-5-10 x

y =x y1
22 022

- -  (14)

d

1
2

4
3

3 51-1-3
-2
-3

-5

-4

x

y

7 - 3
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7-4

سوف تتعلم
ا�ختلاف المركزي. •
الدليل. •

المفردات والم�طلحات:
اختلاف مركزي •

Eccentricity
• Directrix دليل 

ملاح�ة:
البؤرة � تقع على الدليل.

معلومة:
الحرف e هو �سبة تست�د� 

في القطو� الم�رو�ية 
e وليس ل� علاقة  02

بالحرف e في اللو�اريتم 
ln e 1= الطبيعي حي� 

������� ���� ����
في كل قطع م� القطوع الموضحة ��ا  1

كان� MF تمثل المسافة بي� ال���ة ونقطة تنتمي

للقطع� MH تمثل ال�عد بي� الدليل ونقطة تنتمي

للقطع.

ا الأدوات ال�ند�ية). MH (مستخدم�
MF ف�وجد 

ب�ر� �� النقطة M في التمثيلات ال�يانية �خ�ت   2
ا �خر �لى منحنى القطع. موضع�

MH
MF �وجد 

1 ما�ا تلاح��  , 2 م�   3

قطع مكافئ
y

x

H

F
,x yM^ h

قطع ناقص

x

y

,x yM^ h H

F

قطع �ائد

x

y

( , )M x y

H

F

تمكنا في ال�نود السابقة م� تعري� القطوع المخروطية (المكافئ - الناقص - الزائد).
يوفر الاختلاف المركزي فر�ة جديدة للتعرف �لى القطوع المخروطية �لى �ن�ا منحنيات 

مترابطة تشكل �ائلة موحدة.

تعريف:
منها  كل  بعد  �سبة  تكون  حي�  الإحداثي  المستوى  في  النقا�  كل  مجموعة  هو  الم�رو�ي  القطع 
من �قطة ثابتة (البؤرة) �لى بعدها عن مستقيم ثاب� (الدليل) في �فس المستوى تساوي مقدارًا ثابتاً.

ا�ختلاف المركزي
Eccentricity

126

معلومة:
ا��ت�� المركزي 

للمسارات الم�ر���ة ل�ع� 
الكواكب

ا��ت�� الكوكب
المركزي

0.21عطارد
0.01الزهرة
0.02ا�ر�
0.09المر��
0.05المشتري
0.06زحل

0.05��را�و�
0.008��تو�

•

(d)

H M

F المحور ال�ا��

وم� فقرة «د�نا نفكر ونتناق�» نجد ��: 

MH
MF e=

و�ي� �� M نقطة �لى قطع مخروطي� F نقطة �ابتة (ب�رة 
 MF .(دليل القطع) d �القطع) ولا تقع �لى المستقي� الثاب

المسافة بي� النقطتي�� MH ال�عد بي� M والدليل.
فيك�� لدينا الحالات التالية:

MH قيمة �ابتة لكل نقطة متحركة في المست�� ا��دا�ي 
MF

e= م� تعري� القطع المخروطي 
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مثال  1

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

7 - 4

حدد �و� القطع في كل مما يلي ثم �و�د معادلت�.
,F 2
1
0a k :�و�ؤرت e 1=^ h ا�ت�ف� المركزي  a

,F 2 0^ h :�و�حد� �ؤرتي e 2
1

=a k ا�ت�ف� المركزي  b
x 1= e ومعادلة �حد دليلي�:  2=^ h ا�ت�ف� المركزي  c

الحل:
e 1a =  a

`   القطع هو قطع م�اف�
, ,Fp 2

1
2
1
0= a k البؤرة

محور السينات هو محور التماثل
y px42` =

x4 2
1

= a k
y x22
= معادلة القطع:

,e
2
1

2
1 1a 1= b

`   القطع هو قطع �اق�
,F 2 0^ h حد� البؤرتين�   a

`   المحور الأكبر ينطب� على محور السينات ومركز� �قطة الأ�ل
c 2= F, �ستنت�  2 0^ h من البؤرة

e c
a

a =

a2
1 2` =

a 4=

cفي القطع الناق�: a b

b

b

b

2 4

16 4

12

2 2 2

2 2 2

2

2

= -

= -

= -

=

x y
16 12

1
2 2

+ = معادلة القطع الناق�: 
,e 2 2 1a 2= c

`   القطع هو قطع زائد
x 1= a   معادلة �حد دليلي� 

`   المحور القا�ع (الأساسي) ينطب� على محور السينات ومركز� (0 ,0)
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حاول أن تحل  1

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

7 - 4

معادلة الدليل هي:
x c

a2
=

1 c
a2

=

c a2=  (1)

e a
c

a =

2 a
c

` =

2c a=  (2)
بحل المعادلتين (2) , (1)

2a a2
=

2 0a a - =^ h
0a` = 2a  �و   مرفوضة    = قيمة مقبولة 

e a 2` = =

2)(c 42
= =

a bc2 2 2a = +

a bc2 2 2a = +

b b4 1216 2 2(= + =

a
x

b

y
12

2

2

2

- = a   معادلة القطع هي: 

x y
12

1
4

2 2

- =

حدد �و� القطع في كل مما يلي ثم �و�د معادلت�  1
( , )F 1 0- e وب����  1=^ h ا�ت�ف� المركزي  a

,F 4 2 0-^ h �و�حد� ب���ي e
5
4

=` j ا�ت�ف� المركزي  b

x
3
1

= e ومعادلة �حد دليلي�  3=^ h ا�ت�ف� المركزي  c
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

مثال  2
���د ا����� المركزي لكل قطع مما يلي ��� م�ا�ل��:

a  x y
25 9

1
2 2

+ =  b  x y25 12 2
- =

الحل:
a  x y
25 9

1
2 2

+ =

a
x

b
y

12

2

2

2

+ = قطع �اق� م�ا�ل��: 
a 252
= �المقا���:  
a 5=

b 92
=

b 3=

c a b2 2 2
= - لدينا:

c 25 92
= -

16=

c 4=

e a
c

= ا����� المركزي 
e 5
4

= �ال��وي�: 
b  x y25 12 2

- =

x y
1

25
1

1
2 2

- =

a �المقا��� يكون:
x

b
y

12

2

2

2

- = قطع زائد م�ا�ل��: 
a 12
=

a 1=

b 25
12

=

b 5
1

=

في القطع الزائد:
c a b2 2 2
= +

c 1 25
12

= +

25
26

=

c 5
26

=

e a
c

a =

e 1
5
26

5
26

` = =
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أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

أ : سلامة علي الركاض

�و�د ا����� المركزي لكل قطع مما يلي ح�� م�ا�ل��:حاول أن تحل 2  2
a  x y

25
12

2

+ = b  y x24 600 252 2
= +

e و�و� محور� الأ��ر 4 وحدات. 3
5

=c m و�د �و� المحور الأكبر للقطع ال�اق� ال�ي ا���ف� المركزي�
الحل:

e a
c

a =

a
c

3
5

` =

5c a
3= �ي: 

b2 4= �و� المحور الأ��ر 4 �ي 
b 2=

في القطع ال�اق�:
c a b2 2 2
= -

5a a9 4
2

2
= -

a a
4 9
52
2

= +

9 5a a362 2
= +

a4 362
=

a 92
=

a 3=

( )a2 2 3 6= =

6 وحدات. = �و� المحور الأكبر 

e و�و� محور� المراف� 6 وحدات. 2=^ h و�د �و� المحور القا�ع للقطع الزائد ال�ي ا���ف� المركزي�  3
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ا��ت�� المركزي
Eccentricity

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (4-1)، حدّد �و� القطع في كل مماّ يلي، ثم �و�د معادلت�.

( ),F 0 3 e وإحدى ب�رتيه  2
3

= اختلافه المركزي   (1)

,F 0 7-^ h وإحدى ب�رتيه e 4
7

= اختلافه المركزي   (2)

( , )A 04- e وأحد رأسيه  3
5

= اختلافه المركزي   (3)

x 8= e ومعادلة دليله  3
4= اختلافه المركزي   (4)

في التمرينين (6-5)، �و�د ا��ت�� المركزي لكل قطع مماّ يلي حي� معادلت�:

(5) x y
9 4 1
2 2

+ =

(6) y x4 9 362 2
- =

في التمرينين (8-7)، �و�د الر��ين والبؤرتين وا��ت�� المركزي ومعادلتي الدليلين للقطع الزائد.
x y
7 16 1
2 2

=- المعادلة:   (7)

y x
16 4 1
2 2

- = المعادلة:   (8)

مسار الأرض حو� ال�م� هو قطع ناق�، حيث تقع ال�م� عند إحدى ب�رتيه. إذا كان �و� المحور   (9)
. فأوجد أكبر وأصغر ب�عد ل�رض عن ال�م�. .e 0 017= km300 واختلافه المركزي  000 الأكبر للقطع 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة ��ي�ة و  في التمرينين (7-1)، �للّ 

a b e، فإن القطع هو قطع ناق�.  11 إذا كانت   (1)
a b  c 133= 9b في القطع الزائد فإنّ  =  ، a 6= إذا   (2)

a b  y x2
1

=  ، 2
1y x=
- x هما: y

36 9 1
2 2

=- معادلتا المقاربين للقطع الزائد   (3)

نْ تمرَّ
7-4
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ا��ت�� المركزي
Eccentricity

المجموعة A تمارين مقالية
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في التمرينين (6-5)، �و�د ا��ت�� المركزي لكل قطع مماّ يلي حي� معادلت�:

(5) x y
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+ =

(6) y x4 9 362 2
- =

في التمرينين (8-7)، �و�د الر��ين والبؤرتين وا��ت�� المركزي ومعادلتي الدليلين للقطع الزائد.
x y
7 16 1
2 2

=- المعادلة:   (7)

y x
16 4 1
2 2

- = المعادلة:   (8)

مسار الأرض حو� ال�م� هو قطع ناق�، حيث تقع ال�م� عند إحدى ب�رتيه. إذا كان �و� المحور   (9)
. فأوجد أكبر وأصغر ب�عد ل�رض عن ال�م�. .e 0 017= km300 واختلافه المركزي  000 الأكبر للقطع 

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة ��ي�ة و  في التمرينين (7-1)، �للّ 

a b e، فإن القطع هو قطع ناق�.  11 إذا كانت   (1)
a b  c 133= 9b في القطع الزائد فإنّ  =  ، a 6= إذا   (2)

a b  y x2
1

=  ، 2
1y x=
- x هما: y

36 9 1
2 2

=- معادلتا المقاربين للقطع الزائد   (3)

نْ تمرَّ
7-4
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، فإن طو� محور� الأكبر هو 6  x y
49 9 1
2 2

+ = إذا كانت معادلة القطع ال�اق� هي:   (4)
a b وطو� محور� الأصغر هو 14. 
a b  e 1= لأيّ معادلة قطع مكاف� فإنّ   (5)
a b xy ي�طب� على محور الصادات. 

15 10 1
2 2

- = المحور القاطع للقطع الزائد   (6)

a  b  ( , ) , ( , )0 6 0 6- x هما:  y
36 25 1
2 2

+ = رأسا القطع ال�اق� الذي معادلته:   (7)

في التمارين (13-8)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.

2c ، فإن معادلة القطع المخروطي ال�ا�� هي: 10=  ، a 7= إذا كانت   (8)

a  x y
49 9 1
2 2

- = b  x y 149 9
2 2

+ =

c  x y 17 3
2 2

+ = d  x y
9 49 1
2 2

- =

y؟ 7
25

= أيّ معادلة مما يلي �م�� قطعًا زائدًا معادلة أحد دليليه   (9)

a  x y
25 24 1
2 2

+ = b  x y
24 25 1
2 2

- =

c y x
25 24 1
2 2

- = d y x
25 24 1
2 2

+ =

 e 5
74

= y والاختلاف المركزي  x5
7

=
- إذا كانت معادلة أحد المقاربين   (10)

فمعادلة القطع الزائد هي:

a y x 17 5
2 2

- = b  x y 17 5
2 2

- =

c  x y
49 2 15
2 2

- = d  x y
49 125

2 2

- =

x هو: y
36 25 1
2 2

+ = الاختلاف المركزي للمعادلة   (11)

a
6
11 b  5

11

c
25
36 d

36
25

) هي: , )0 5- ) وأحد رأسيه  , )0 4 معادلة قطع ناق� إحدى ب�ر�يه   (12)

a y x 19 25
2 2

+ = b xy
4 5 1
2 2

+ =

c y x 125 9
2 2

+ = d xy 15 3
2 2

+ =

لأيّ قطع ناق� يكون:  (13)

a a c2 b a c1

c eca = d ca =

7 - 4
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في التمارين (16-14)، ل�ي� قائمتان. اختر من القائمة (2) ما يناسب كل تمرين في القائمة (1) لت�ل بيان كل قطع م�ر��ي 
بم�ا�لت�.

القائمة (2) القائمة (1)

a

1

1

3

3

5-1

-3

-3-5 x

y x y
25 16 1
2 2

- =  (14)

b

1

1

3

3

5 7-1

-3

-3

-5

-5-7 x

y y x
36 9 1
2 2

+ =  (15)

c
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-10
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2 4 6 8
-2

-2-4-6-8
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x
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x y
36 9 1
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