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 الصف الحادي عشر

هندسة الفضاء

أ : سلامة علي الركاض

رياضيات

الفصل الدراسي الثاني

2024 - 2025


ثلاثية�الأبعاد	��ŵŚƘŝŏ Šŧǈŧ

والمستويات�
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الصورة�المقابلة�هي�لأحد�مجمعات�دولة
الكويت��حدّد�في�الصورة�
نقطة،�مستقيم،�مستوي�� �a

مستقيمان�متوازيان،�مستقيمان�متقاطعان،� �b
مستقيمان�متخالفان�

زاوية�
حدّد�نوعها�إن�أمكن	� �c
سطح�غير�مستو� �d

 ŌŚƌƠƫř ƾƟ ƽƺŤƀưƫřƹ ƮǀƤŤƀưƫřƹ ŠƐƤƴƫř
Point, Straight Line and Plane in Space  
استخدمت�في�دراستك�السابقة�بعض�المسميات�الأولية�مثل�النقطة،�المستقيم،�المستوي�

ƮǀƤŤƀ
Ư

C

B

ŠƐƤƳ
A

π  ƽƺŤƀưƫřπ

وذلك�لتعريف�بعض�المفاهيم�أو�وصف�أشياء�معينة��
وعلمت�أن�المستوي�هو�سطح�يمتد�إلى�ما�لا�نهاية�في�جميع�

الاتجاهات�مثل�سطح�الطاولة�أو�سطح�السبورة�وغيرها�
ًّا�بشكل�رباعي�أو�أي�منحنى�مغلق�
غالباً� يمثل�المستوي�هندسي
�πأو�بثلاث�نقاط� ما�يكون�متوازي�أضلاع	�ويرمز�له�بالرمز�

�Aمثلاً��B
�Cعلى�هذا�المستوي�ليست�على�استقامة�واحدة�
ويرمز�إليه�بالرمز�
ABC	��يضم�المستوي�مجموعة�غير�منتهية�

من�النقاط��الأشكال�المستوية�مثل�المثلث،�المستطيل،�
�ƲƿŶƘŝ šřŷشبه�المنحرف،�الدائرة�وغيرها�هي�أشكال�

المكعب،� مثل� المجسمات� كذلك�سبق�لك�دراسة�بعض�
المنشور،�الهرم،�الأسطوانة،�المخروط،�الكرة�وغيرها�وهذه�


ثلاثية�الأبعاد	��ŵŚƘŝŏ Šŧǈŧالمجسمات�تشغل�حيزًّا�من�الفراغ�وتوصف�بأنها�أشكال�هندسية�ذات�
لذلك�تسمى�أشكال�الفراغ�الثلاثي��

تهتم�الهندسة�الفراغية�
هندسة�الفضاء	�بدراسة�
الأشكال�الهندسية�ثلاثية�الأبعاد� ��•
تقاطع�المستقيمات،�تقاطع�المستويات�وتقاطع�المستقيمات�والمستويات���•
الحجوم���•
مساحات�الأسطح���•

ƮƬƘŤţ Ɲƺſ
•  ŠƐƤƴƬƫ ŠǀƋŚƿźƫř šŚưƬƀưƫř 

.ƽƺŤƀưƫřƹ ƮǀƤŤƀưƫřƹ
•  ƾƟ šŚƿƺŤƀưƫřƹ šŚưǀƤŤƀưƫř 

.ŌŚƌƠƫř

:šŚŰƬƐƈưƫřƹ šřŵźƠưƫř
• ŌŚƌƠƫř ŠſŶƴƷ

Space Geometry  
• ŵŚƘŝǃř Šǀŧǈŧ

Three-Dimensional  
• Postulate  ŠưƬƀƯ
• Point  ŠƐƤƳ
• Straight Line  ƮǀƤŤƀƯ
• Plane  ƽƺŤƀƯ
• ƱŚƠƫŚŴŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ

Two Skew Lines  
• ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ

Two Intersecting Lines 
• ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ

 Two Parallel Lines  

:ŠƯƺƬƘƯ
 ƝƹźŰƫř  ƭŶŴŤƀƳ  Ɲƺſ
  ƪŨƯ  şźǀŞƨƫř
 ƝƹźŰƫřƹ ƍŚƤƴƫř ƼƬƗ ŠƫǇŶƬƫ
  ƪŨƯ  şźǀƜƈƫř

.šŚưǀƤŤƀưƫř ƼƬƗ ŠƫǇŶƬƫ
.  ƹŏ  ƮǀƤŤƀưƫř ŜŤƨƳƹ

:ŠƯƺƬƘƯ
.ƎƤƟ Ŷůřƹƹ Ŷůřƹ ƾƴƘţ Ŷǀůƹ

ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚƿƺŤƀưƫřƹ šŚưǀƤŤƀưƫř
Lines and Planes in Space
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Two Intersecting Lines 
• ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ

 Two Parallel Lines  

:ŠƯƺƬƘƯ
 ƝƹźŰƫř  ƭŶŴŤƀƳ  Ɲƺſ
  ƪŨƯ  şźǀŞƨƫř
 ƝƹźŰƫřƹ ƍŚƤƴƫř ƼƬƗ ŠƫǇŶƬƫ
  ƪŨƯ  şźǀƜƈƫř

.šŚưǀƤŤƀưƫř ƼƬƗ ŠƫǇŶƬƫ
.  ƹŏ  ƮǀƤŤƀưƫř ŜŤƨƳƹ

:ŠƯƺƬƘƯ
.ƎƤƟ Ŷůřƹƹ Ŷůřƹ ƾƴƘţ Ŷǀůƹ

ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚƿƺŤƀưƫřƹ šŚưǀƤŤƀưƫř
Lines and Planes in Space
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الصورة�المقابلة�هي�لأحد�مجمعات�دولة
الكويت��حدّد�في�الصورة�
نقطة،�مستقيم،�مستوي�� �a

مستقيمان�متوازيان،�مستقيمان�متقاطعان،� �b
مستقيمان�متخالفان�

زاوية�
حدّد�نوعها�إن�أمكن	� �c
سطح�غير�مستو� �d
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Ư

C

B

ŠƐƤƳ
A

π  ƽƺŤƀưƫřπ
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.ŌŚƌƠƫř
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• ŌŚƌƠƫř ŠſŶƴƷ
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• Point  ŠƐƤƳ
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المستقيمات والمستويات في الفضاء
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وذلك�وفق�ƣوانين�ونƔريات�مثبتة�
وكما�أن�المستقيم�مجموعة�غير�منتهية�من�النقاط،�والمستوي�مجموعة�غير�منتهية�من�النقاط�فالفضاء�أيضًا�مجموعة�غير�
منتهية�من�النقاط�ويرمز�له�بالرمز�
3	�وتكون�الخطوط�والمستقيمات�والمستويات�والسطو�ŭوالأجسام�مجموعات�جزئية�

�	3
من�الفضاء�
π 
�Aتنتميان�إلى�المستوي��Bفي�الشكل�المجاور،�النقطتان�

/ �بينما��Cنقطة�ųار�ũالمستوي�أي�أن� / �، / ونكتب��

/
� كذلك�

π �πأي�أنه�محتو�ƻفي�المستوي� �موجود�داųل�المستوي� 
المستقيم�
/ ونكتب��

�πيحوي� ونقول�أيضًا�إن�المستوي�

Space Postulates  ŌŚƌƠƫř 	šŚƗƺƋƺƯ
 šŚưƬƀƯ
يرتكز�بناء�علم�الهندسة�على�مجموعة�من�النƔريات�الهندسية�التي�يتم�إثباتها�انطلاƣاً�من�التسليم�بصحة�عبارات�رياضية�أولية�

نقبلها�دون�برهان�تسمى��hšŚưƬƀưƫřsأو��hšŚƗƺƋƺưƫřsومنها�

 .	ƎƤƟ Ŷůřƹ
 Ŷǀůƹ ƮǀƤŤƀƯ ŚưƸŝ źưƿ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ƲǀŤƠƬŤŴƯ ƲǀŤƐƤƳ ƽŏ  	i

.ƲǀŤƠƬŤŴƯ ƲǀŤƐƤƳ ƪƣǃř ƼƬƗ ƽƺŰƿ ƮǀƤŤƀƯ ƪƧ 	ii


.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƽŻřƺƿƹ ŠƐƤƴƫŚŝ źưƿ Ŷǀůƹ ƮǀƤŤƀƯ Ŷūƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ũŹŚų ŠƐƤƳ ƲƯ 	iii


� a

أي�نقطة�يمر�بها�عدد�لا�نهائي�من�المستقيمات�في�المستوي�أو�في�الفضاء��ولكن�أي�نقطتين�مختلفتين�يمر�بهما�مستقيم�
وحيد�لذلك�يعينّ�المستقيم�بنقطتين�مختلفتين�

A

şŶůřƹ ŠƐƤƳ
šŚưǀƤŤƀưƫř ƲƯ ƾŗŚƸƳ Ǉ ŵŶƗ

ƱŚŤƠƬŤŴƯ ƱŚŤƐƤƳ
ƎƤƟ Ŷůřƹ ƮǀƤŤƀƯ

.şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫ ƍŚƤƳ ťǈŧ ƪƣǃř ƼƬƗ Ŷūƺƿ ÖƺŤƀƯ ƪƧ ƾƟ � 	i
 � b �

π

şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫ ƍŚƤƳ ťǈŧ , , 
���

وذلك�وفق�ƣوانين�ونƔريات�مثبتة�
وكما�أن�المستقيم�مجموعة�غير�منتهية�من�النقاط،�والمستوي�مجموعة�غير�منتهية�من�النقاط�فالفضاء�أيضًا�مجموعة�غير�
منتهية�من�النقاط�ويرمز�له�بالرمز�
3	�وتكون�الخطوط�والمستقيمات�والمستويات�والسطو�ŭوالأجسام�مجموعات�جزئية�

�	3
من�الفضاء�
π 
�Aتنتميان�إلى�المستوي��Bفي�الشكل�المجاور،�النقطتان�

/ �بينما��Cنقطة�ųار�ũالمستوي�أي�أن� / �، / ونكتب��

/
� كذلك�

π �πأي�أنه�محتو�ƻفي�المستوي� �موجود�داųل�المستوي� 
المستقيم�
/ ونكتب��

�πيحوي� ونقول�أيضًا�إن�المستوي�

Space Postulates  ŌŚƌƠƫř 	šŚƗƺƋƺƯ
 šŚưƬƀƯ
يرتكز�بناء�علم�الهندسة�على�مجموعة�من�النƔريات�الهندسية�التي�يتم�إثباتها�انطلاƣاً�من�التسليم�بصحة�عبارات�رياضية�أولية�

نقبلها�دون�برهان�تسمى��hšŚưƬƀưƫřsأو��hšŚƗƺƋƺưƫřsومنها�

 .	ƎƤƟ Ŷůřƹ
 Ŷǀůƹ ƮǀƤŤƀƯ ŚưƸŝ źưƿ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ƲǀŤƠƬŤŴƯ ƲǀŤƐƤƳ ƽŏ  	i

.ƲǀŤƠƬŤŴƯ ƲǀŤƐƤƳ ƪƣǃř ƼƬƗ ƽƺŰƿ ƮǀƤŤƀƯ ƪƧ 	ii


.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƽŻřƺƿƹ ŠƐƤƴƫŚŝ źưƿ Ŷǀůƹ ƮǀƤŤƀƯ Ŷūƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ũŹŚų ŠƐƤƳ ƲƯ 	iii


� a

أي�نقطة�يمر�بها�عدد�لا�نهائي�من�المستقيمات�في�المستوي�أو�في�الفضاء��ولكن�أي�نقطتين�مختلفتين�يمر�بهما�مستقيم�
وحيد�لذلك�يعينّ�المستقيم�بنقطتين�مختلفتين�

A
B

A

şŶůřƹ ŠƐƤƳ
šŚưǀƤŤƀưƫř ƲƯ ƾŗŚƸƳ Ǉ ŵŶƗ

ƱŚŤƠƬŤŴƯ ƱŚŤƐƤƳ
ƎƤƟ Ŷůřƹ ƮǀƤŤƀƯ

.şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫ ƍŚƤƳ ťǈŧ ƪƣǃř ƼƬƗ Ŷūƺƿ ÖƺŤƀƯ ƪƧ ƾƟ � 	i
 � b �

π

şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫ ƍŚƤƳ ťǈŧ , , 
���

وذلك�وفق�ƣوانين�ونƔريات�مثبتة�
وكما�أن�المستقيم�مجموعة�غير�منتهية�من�النقاط،�والمستوي�مجموعة�غير�منتهية�من�النقاط�فالفضاء�أيضًا�مجموعة�غير�
منتهية�من�النقاط�ويرمز�له�بالرمز�
3	�وتكون�الخطوط�والمستقيمات�والمستويات�والسطو�ŭوالأجسام�مجموعات�جزئية�

�	3
من�الفضاء�
π 
�Aتنتميان�إلى�المستوي��Bفي�الشكل�المجاور،�النقطتان�

/ �بينما��Cنقطة�ųار�ũالمستوي�أي�أن� / �، / ونكتب��

/
� كذلك�

π �πأي�أنه�محتو�ƻفي�المستوي� �موجود�داųل�المستوي� 
المستقيم�
/ ونكتب��

�πيحوي� ونقول�أيضًا�إن�المستوي�

Space Postulates  ŌŚƌƠƫř 	šŚƗƺƋƺƯ
 šŚưƬƀƯ
يرتكز�بناء�علم�الهندسة�على�مجموعة�من�النƔريات�الهندسية�التي�يتم�إثباتها�انطلاƣاً�من�التسليم�بصحة�عبارات�رياضية�أولية�

نقبلها�دون�برهان�تسمى��hšŚưƬƀưƫřsأو��hšŚƗƺƋƺưƫřsومنها�

 .	ƎƤƟ Ŷůřƹ
 Ŷǀůƹ ƮǀƤŤƀƯ ŚưƸŝ źưƿ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ƲǀŤƠƬŤŴƯ ƲǀŤƐƤƳ ƽŏ  	i

.ƲǀŤƠƬŤŴƯ ƲǀŤƐƤƳ ƪƣǃř ƼƬƗ ƽƺŰƿ ƮǀƤŤƀƯ ƪƧ 	ii


.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƽŻřƺƿƹ ŠƐƤƴƫŚŝ źưƿ Ŷǀůƹ ƮǀƤŤƀƯ Ŷūƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ũŹŚų ŠƐƤƳ ƲƯ 	iii


� a

أي�نقطة�يمر�بها�عدد�لا�نهائي�من�المستقيمات�في�المستوي�أو�في�الفضاء��ولكن�أي�نقطتين�مختلفتين�يمر�بهما�مستقيم�
وحيد�لذلك�يعينّ�المستقيم�بنقطتين�مختلفتين�

A

şŶůřƹ ŠƐƤƳ
šŚưǀƤŤƀưƫř ƲƯ ƾŗŚƸƳ Ǉ ŵŶƗ

ƱŚŤƠƬŤŴƯ ƱŚŤƐƤƳ
ƎƤƟ Ŷůřƹ ƮǀƤŤƀƯ

.şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫ ƍŚƤƳ ťǈŧ ƪƣǃř ƼƬƗ Ŷūƺƿ ÖƺŤƀƯ ƪƧ ƾƟ � 	i
 � b �

π

A

B C

şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫ ƍŚƤƳ ťǈŧ A, B, C
���

SALAMA

2

















































































































































































.Ŷǀůƹ ÖƺŤƀƯ ŚƸƿƺŰƿ şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫƹ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ťǈŧ ƽŏ � 	ii

�

ƽŸƫř ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ źƤŤƀƯ ƾŧǈŨƫř ƪƯŚŰƫř
, ,  :ŠŧǈŨƫř ƝřźƏǃř ƽƺŰƿ

ŌŚƌƠƫř ƾƟ ƽƺŤƀưƫř ƲǀǀƘţ šǇŚů

•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƲÚǀƘţ şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ťǈŧ ƽŏ
•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴÚǀƘƿ ƶƴƗ ŠūŹŚų ŠƐƤƳƹ ƮǀƤŤƀƯ ƽŏ
•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƽŏ
•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ƱŚƠƬŤŴƯ ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƽŏ

ŠưǀƤŤƀƯ źǀƛ ƍŚƤƳ ťǈŧƶƴƗ ŠūŹŚų ŠƐƤƳƹ ƮǀƤŤƀƯ

ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ

���

.Ŷǀůƹ ÖƺŤƀƯ ŚƸƿƺŰƿ şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫƹ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ťǈŧ ƽŏ � 	ii

�

ƽŸƫř ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ źƤŤƀƯ ƾŧǈŨƫř ƪƯŚŰƫř
, ,  :ŠŧǈŨƫř ƝřźƏǃř ƽƺŰƿ

ŌŚƌƠƫř ƾƟ ƽƺŤƀưƫř ƲǀǀƘţ šǇŚů

•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƲÚǀƘţ şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ťǈŧ ƽŏ
•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴÚǀƘƿ ƶƴƗ ŠūŹŚų ŠƐƤƳƹ ƮǀƤŤƀƯ ƽŏ
•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƽŏ
•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ƱŚƠƬŤŴƯ ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƽŏ

ŠưǀƤŤƀƯ źǀƛ ƍŚƤƳ ťǈŧƶƴƗ ŠūŹŚų ŠƐƤƳƹ ƮǀƤŤƀƯ

ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ
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.Ŷǀůƹ ÖƺŤƀƯ ŚƸƿƺŰƿ şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫƹ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ťǈŧ ƽŏ � 	ii

�

ƽŸƫř ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ źƤŤƀƯ ƾŧǈŨƫř ƪƯŚŰƫř
, ,  :ŠŧǈŨƫř ƝřźƏǃř ƽƺŰƿ

ŌŚƌƠƫř ƾƟ ƽƺŤƀưƫř ƲǀǀƘţ šǇŚů

•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƲÚǀƘţ şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ťǈŧ ƽŏ
•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴÚǀƘƿ ƶƴƗ ŠūŹŚų ŠƐƤƳƹ ƮǀƤŤƀƯ ƽŏ
•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƽŏ
•  .ƎƤƟ ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ƱŚƠƬŤŴƯ ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƽŏ
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.ŠƿƺŤƀƯ źǀƛ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ƖŝŹŏ ƪƣǃř ƼƬƗ ŌŚƌƠƫř ƽƺŰƿ  !  
�

�

�

�

π
Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ƖƤţ Ǉ �, �, �, � ƍŚƤƴƫř

(1) ŜƿŹŶţ� �

�

�

�

�

�

H

في الشكل المقابل شبه مكعب� أكمل� 
المستوي ABCD يتعين بالمستقيمين المتوازيين ������������ ، ������������ �  �
المستوي ��H يتعين بالمستقيمين المتقاطعين ������������ ، ������������ �   
المستوي DB�H يتعين بالمستقيمين ������������ ، ������������ المتوازيين�  !

المستوي A�HD يتعين بالمستقيم ������������ والنقطة ������������ �  "
المستوي ABC، هو نفž المستوي ������������ أو ������������ �  #

�

��

�

 .Ŷůřƹ ƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ ƝźŰƴƯ ƶŞƃ ƽŏ ƕǈƋŏ Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

AB DC  ƶǀƟ ƝźŰƴƯ ƶŞƃ ���� :šŚǀƐƘưƫř
.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ � ��AB BC CD DA  Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř

:ƱŚƷźŞƫř
 AB DC
 AB DC

π  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ �

π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ � , � ƲǀŤƐƤƴƫř   
 πAD

π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ � , � ƲǀŤƐƤƴƫř   
 BC π

.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ƖƤţ � � �AB BC CD DA��
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 ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƿ �AC BD  ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  1
.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ ���� ƾƗŚŝźƫř ƕǈƋŏ Ʊŏ ŢŞŧŏ  
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مثال  1

.ŠƿƺŤƀƯ źǀƛ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ƖŝŹŏ ƪƣǃř ƼƬƗ ŌŚƌƠƫř ƽƺŰƿ  !  
�

�

�

�

π
Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ƖƤţ Ǉ �, �, �, � ƍŚƤƴƫř

(1) ŜƿŹŶţ� �

�

�

�

�

�

H

في الشكل المقابل شبه مكعب� أكمل� 
المستوي ABCD يتعين بالمستقيمين المتوازيين ������������ ، ������������ �  �
المستوي ��H يتعين بالمستقيمين المتقاطعين ������������ ، ������������ �   
المستوي DB�H يتعين بالمستقيمين ������������ ، ������������ المتوازيين�  !

المستوي A�HD يتعين بالمستقيم ������������ والنقطة ������������ �  "
المستوي ABC، هو نفž المستوي ������������ أو ������������ �  #

�

��

�

 .Ŷůřƹ ƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ ƝźŰƴƯ ƶŞƃ ƽŏ ƕǈƋŏ Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

AB DC  ƶǀƟ ƝźŰƴƯ ƶŞƃ ���� :šŚǀƐƘưƫř
.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ � ��AB BC CD DA  Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř

:ƱŚƷźŞƫř
 AB DC
 AB DC

π  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ �

π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ � , � ƲǀŤƐƤƴƫř   
 πAD

π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ � , � ƲǀŤƐƤƴƫř   
 BC π

.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ƖƤţ � � �AB BC CD DA��
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 ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƿ �AC BD  ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  1
.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ ���� ƾƗŚŝźƫř ƕǈƋŏ Ʊŏ ŢŞŧŏ  
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.ŠƿƺŤƀƯ źǀƛ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ƖŝŹŏ ƪƣǃř ƼƬƗ ŌŚƌƠƫř ƽƺŰƿ  !  
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π
Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ƖƤţ Ǉ �, �, �, � ƍŚƤƴƫř

(1) ŜƿŹŶţ� �

�

�

�

�

�

H

في الشكل المقابل شبه مكعب� أكمل� 
المستوي ABCD يتعين بالمستقيمين المتوازيين ������������ ، ������������ �  �
المستوي ��H يتعين بالمستقيمين المتقاطعين ������������ ، ������������ �   
المستوي DB�H يتعين بالمستقيمين ������������ ، ������������ المتوازيين�  !

المستوي A�HD يتعين بالمستقيم ������������ والنقطة ������������ �  "
المستوي ABC، هو نفž المستوي ������������ أو ������������ �  #
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 .Ŷůřƹ ƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ ƝźŰƴƯ ƶŞƃ ƽŏ ƕǈƋŏ Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

AB DC  ƶǀƟ ƝźŰƴƯ ƶŞƃ ���� :šŚǀƐƘưƫř
.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ � ��AB BC CD DA  Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř

:ƱŚƷźŞƫř
 AB DC
 AB DC

π  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ �

π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ � , � ƲǀŤƐƤƴƫř   
 πAD

π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ � , � ƲǀŤƐƤƴƫř   
 BC π

.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ƖƤţ � � �AB BC CD DA��
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.ŠƿƺŤƀƯ źǀƛ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ƖŝŹŏ ƪƣǃř ƼƬƗ ŌŚƌƠƫř ƽƺŰƿ  !  
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π
Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ƖƤţ Ǉ �, �, �, � ƍŚƤƴƫř

(1) ŜƿŹŶţ� �

�

�

�
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�

H

في الشكل المقابل شبه مكعب� أكمل� 
المستوي ABCD يتعين بالمستقيمين المتوازيين ������������ ، ������������ �  �
المستوي ��H يتعين بالمستقيمين المتقاطعين ������������ ، ������������ �   
المستوي DB�H يتعين بالمستقيمين ������������ ، ������������ المتوازيين�  !

المستوي A�HD يتعين بالمستقيم ������������ والنقطة ������������ �  "
المستوي ABC، هو نفž المستوي ������������ أو ������������ �  #
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 .Ŷůřƹ ƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ ƝźŰƴƯ ƶŞƃ ƽŏ ƕǈƋŏ Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

AB DC  ƶǀƟ ƝźŰƴƯ ƶŞƃ ���� :šŚǀƐƘưƫř
.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ � ��AB BC CD DA  Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř

:ƱŚƷźŞƫř
 AB DC
 AB DC

π  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ �

π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ � , � ƲǀŤƐƤƴƫř   
 πAD

π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ � , � ƲǀŤƐƤƴƫř   
 BC π

.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ƖƤţ � � �AB BC CD DA��
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حاول أن تحل  1

.ŠƿƺŤƀƯ źǀƛ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ƖŝŹŏ ƪƣǃř ƼƬƗ ŌŚƌƠƫř ƽƺŰƿ  !  
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�

�

�

π
Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ƖƤţ Ǉ �, �, �, � ƍŚƤƴƫř

(1) ŜƿŹŶţ� �

�

�

�

�

�

H

في الشكل المقابل شبه مكعب� أكمل� 
المستوي ABCD يتعين بالمستقيمين المتوازيين ������������ ، ������������ �  �
المستوي ��H يتعين بالمستقيمين المتقاطعين ������������ ، ������������ �   
المستوي DB�H يتعين بالمستقيمين ������������ ، ������������ المتوازيين�  !

المستوي A�HD يتعين بالمستقيم ������������ والنقطة ������������ �  "
المستوي ABC، هو نفž المستوي ������������ أو ������������ �  #
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 .Ŷůřƹ ƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ ƝźŰƴƯ ƶŞƃ ƽŏ ƕǈƋŏ Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

AB DC  ƶǀƟ ƝźŰƴƯ ƶŞƃ ���� :šŚǀƐƘưƫř
.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ � ��AB BC CD DA  Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř

:ƱŚƷźŞƫř
 AB DC
 AB DC

π  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ �

π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ � , � ƲǀŤƐƤƴƫř   
 πAD

π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ � , � ƲǀŤƐƤƴƫř   
 BC π

.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ƖƤţ � � �AB BC CD DA��
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:ŠƯƺƬƘƯ
 ƲƯ  ƾŗźưƫř  źǀƛ  ƮƀƤƫř
 ƎŴŝ  ƪŨưƿ  �  ƮǀƤŤƀưƫř

.ƖƐƤŤƯ

:ŠƯƺƬƘƯ
 Ƽưƀƿ ŜƘƨưƫř ƶŞƃ ƾƟ ƖƬƌƫř

.4Ɲźů5
 ŜƘƨưƫř  ƶŞƃ  ƾƟ  ŮƐſ  ƪƧ

.4ƶūƹ5 Ƽưƀƿ

:ŠƯƺƬƘƯ
 żƯŹ ƾƟ Ʃƹǃř ƝźŰƫř źŞŤƘƴſ
 ÔǈŨƯ .ƭźƸƫř ŽŏŹ ƺƷ ƭźƷ ƽŏ
..� ƺƷ ƶſŏŹ ���� :ƭźƸƫř

�,/'0',+/ ,$ �'+#/ '+ �-�!#  ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚưǀƤŤƀưƫř ƕŚƋƹŏ
� �� مستقيمان مختلفان في الفضاء�

في الهندسة المستوية يكون مستقيمان متوازيين أو متقاطعين�
.ƱŚƠƫŚŴŤƯ ƹŏ ƱŚƿŻřƺŤƯ ƹŏ ƱŚƘƏŚƤŤƯ :ƕŚƋƹŏ Šŧǈŧ ƥأما في الهندسة الثلاثية الأبعاد فهنا

:ŚưƸƳŏ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ƲǀƠƬŤŴƯ ƲǀưǀƤŤƀưƫ ƩŚƤƿ

ƱŚƘƏŚƤŤƯ  �
  إذا وƣعا في مستوÖ واحد 
نقطة  بينهما  وكان 
�Ǝواحدة مشتركة فق

�

�A
π

ƱŚƿŻřƺŤƯ   
  إذا وƣعا في مستوÖ واحد 

وكانا غير متقاطعين�

�
�

π

ƱŚƠƫŚŴŤƯ  !
  إذا كان لا يحويهما 

مستوÖ واحد�

�

�

π

� � Ak = " ,

ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ

� ��� π π1 1

� � � �(+ 'q=

ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ

�� �π πh1

� �( + q=

ƱŚƠƫŚŴŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ
:šŚƔůǈƯ

•   :Ʊŏ ƽŏ ŚƸƴǀŝ ŠƧźŤƄƯ şŶǀůƹ ŠƐƤƳ šŶūƹ řŷœ ŠƠƬŤŴƯ šŚưǀƤŤƀƯ şŶƗ ƖƏŚƤŤţ
���� � � A=  

•  

� �

�A  .Ŷůřƹ ƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ Ʊŏ Ʋƨưƿ Ǉ ŌŚƌƠƫř šŚưǀƤŤƀƯ
•  .ƶƀƠƳ ƽŻřƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ƪƧ

�,/'0',+/ ,$ � �'+# �+" � �)�+# '+ �-�!#  ŌŚƌƠƫř ƾƟ ÖƺŤƀƯƹ ƮǀƤŤƀƯ ƕŚƋƹŏ
إن معرفة عدد النقاط المشتركة بين مستقيم ومستوÖ في الفضاء تسمح بمعرفة أوضاعهما وهي�

:ŠƧźŤƄƯ ŠƐƤƳ źƠƇ  �
المستقيم موازÖ للمستوي 
يكون  الحالة  هذه  �في 

البعد بينهما ثابت��
�

:şŶůřƹ ŠƧźŤƄƯ ŠƐƤƳ   
المستقيم يقطع المستوي�

�

�

 ƱŚŤƠƬŤŴƯ ƱŚŤƐƤƳ  !
ƪƣǃř ƼƬƗ ƱŚŤƧźŤƄƯ

بكامله  يقع  المستقيم 
المستوي  في  �بتمامه� 
�المستقيم يوازي المستوي��

�

�

� �π πq=� π =AB AB ABπ π=

AB π
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أوضاع مستقيم ومستوٍ في الفضاء

:ŠƯƺƬƘƯ
 ƲƯ  ƾŗźưƫř  źǀƛ  ƮƀƤƫř
 ƎŴŝ  ƪŨưƿ  �  ƮǀƤŤƀưƫř

.ƖƐƤŤƯ

:ŠƯƺƬƘƯ
 Ƽưƀƿ ŜƘƨưƫř ƶŞƃ ƾƟ ƖƬƌƫř

.4Ɲźů5
 ŜƘƨưƫř  ƶŞƃ  ƾƟ  ŮƐſ  ƪƧ

.4ƶūƹ5 Ƽưƀƿ

:ŠƯƺƬƘƯ
 żƯŹ ƾƟ Ʃƹǃř ƝźŰƫř źŞŤƘƴſ
 ÔǈŨƯ .ƭźƸƫř ŽŏŹ ƺƷ ƭźƷ ƽŏ
..� ƺƷ ƶſŏŹ ���� :ƭźƸƫř

�,/'0',+/ ,$ �'+#/ '+ �-�!#  ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚưǀƤŤƀưƫř ƕŚƋƹŏ
� �� مستقيمان مختلفان في الفضاء�

في الهندسة المستوية يكون مستقيمان متوازيين أو متقاطعين�
.ƱŚƠƫŚŴŤƯ ƹŏ ƱŚƿŻřƺŤƯ ƹŏ ƱŚƘƏŚƤŤƯ :ƕŚƋƹŏ Šŧǈŧ ƥأما في الهندسة الثلاثية الأبعاد فهنا

:ŚưƸƳŏ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ƲǀƠƬŤŴƯ ƲǀưǀƤŤƀưƫ ƩŚƤƿ

ƱŚƘƏŚƤŤƯ  �
  إذا وƣعا في مستوÖ واحد 
نقطة  بينهما  وكان 
�Ǝواحدة مشتركة فق

�

�A

ƱŚƿŻřƺŤƯ   
  إذا وƣعا في مستوÖ واحد 

وكانا غير متقاطعين�

�
�

ƱŚƠƫŚŴŤƯ  !
  إذا كان لا يحويهما 

مستوÖ واحد�

�

�

� � A=

ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ

� ��� π π
� � � �q=

ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ

�� �π π
� � q=

ƱŚƠƫŚŴŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ
:šŚƔůǈƯ

•   :Ʊŏ ƽŏ ŚƸƴǀŝ ŠƧźŤƄƯ şŶǀůƹ ŠƐƤƳ šŶūƹ řŷœ ŠƠƬŤŴƯ šŚưǀƤŤƀƯ şŶƗ ƖƏŚƤŤţ
���� � � A=  

•  

� �

�A  .Ŷůřƹ ƺŤƀƯ ƾƟ ŚƸƘǀưū ƖƤţ Ʊŏ Ʋƨưƿ Ǉ ŌŚƌƠƫř šŚưǀƤŤƀƯ
•  .ƶƀƠƳ ƽŻřƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ƪƧ

�,/'0',+/ ,$ � �'+# �+" � �)�+# '+ �-�!#  ŌŚƌƠƫř ƾƟ ÖƺŤƀƯƹ ƮǀƤŤƀƯ ƕŚƋƹŏ
إن معرفة عدد النقاط المشتركة بين مستقيم ومستوÖ في الفضاء تسمح بمعرفة أوضاعهما وهي�

:ŠƧźŤƄƯ ŠƐƤƳ źƠƇ  �
المستقيم موازÖ للمستوي 
يكون  الحالة  هذه  �في 

البعد بينهما ثابت��
�

π

:şŶůřƹ ŠƧźŤƄƯ ŠƐƤƳ   
المستقيم يقطع المستوي�

�

π

�

 ƱŚŤƠƬŤŴƯ ƱŚŤƐƤƳ  !
ƪƣǃř ƼƬƗ ƱŚŤƧźŤƄƯ

بكامله  يقع  المستقيم 
المستوي  في  �بتمامه� 
�المستقيم يوازي المستوي��

�

�

π

� �π π&k 'q=A� πk = " ,AB AB ABπ π&k 1=

AB π` '
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أوضاع مستقيم ومستوٍ في الفضاء

ƱŚŤƠƬŤŴƯ ƱŚŤƐƤƳ �� �  
(3)   Ŷǀůƹ ƮǀƤŤƀƯ ƱřŵŶŰţ  

:Ʊŏ ŪŤƴƿ (3) ¬(2) ¬(1) ƲƯ  
.ƶƘƐƤƿ ƽŏ ¬şŶůřƹ ŠƐƤƳ ƾƟ ACD  ƖƯ ƥźŤƄƿ  

. BCD  ƖƐƤƿ  Ʊŏ ŢŞŧŏ ¬(2) ƩŚŨƯ ƾƟ  2

�,/'0',+/ ,$ �2, �)�+#/ '+ �-�!#  ŌŚƌƠƫř ƾƟ ƲǀƿƺŤƀƯ ƕŚƋƹŏ
يمكن أن يمر عدد لا نهائي من المستويات في مستقيم واحد� 

فكّر في باś مفتوŭ في أوضاع مختلفة�
�śوهمي تحدده مصاريع البا Ǝų مستوياً يمر عبر śتمثلّ كل وضعية من واجهة البا

 ƲƿŸƷ Ʋǀŝ ŠƧźŤƄƯ ƻźųŏ ŠƐƤƳ ƪƣǃř ƼƬƗ Ŷūƺƿ ƶƳŔƟ ŠƐƤƳ ƾƟ ƱŚƠƬŤŴƯ ƱŚƿƺŤƀƯ ƥźŤƃř řŷœ
.ƲǀƿƺŤƀưƫř

.ƮǀƤŤƀƯ ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƿ ŚưƸƳŔƟ ƱŚƠƬŤŴƯ ƱŚƿƺŤƀƯ ƖƏŚƤţ řŷœ

�

.ƲǀƤŞƐƴƯ ƱŚƿƺŤƀưƫř Ʊƺƨƿ şŶůřƹ ŠƯŚƤŤſř ƼƬƗ Ţƀǀƫƹ ŠƠƬŤŴƯ ƍŚƤƳ ťǈŧ ƾƟ ƱŚƿƺŤƀƯ ƥźŤƃř řŷœ
يمكن حصر أوضاع مستويين في الفضاء بثلاث حالات�

.ƮǀƤŤƀƯ ƾƟ متقاطعان ƱŚƿƺŤƀưƫř  �

π1

π2

�

في  �يشتركان   ƱŚƤŞƐƴƯ  ƱŚƿƺŤƀưƫř   
جميع النقاط��

π π= 21

ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚƿƺŤƀưƫř �لا توجد نقاط  !
مشتركة بينهما��  

π1

π2

�π π π π2 2q =1 1π π π π2 21 1π π π π2 2=1 1
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�
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π1

π2

�π π π π2 2q =1 1π π π π2 21 1π π π π2 2=1 1
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كراسة التمارين

موضوعي

��

ABC$�،.B$سمّ�المستقيم�الذي�هو�تقاطع�المستويين� �	e
 �
�واحد� Öتنتمي�إلى�مستو�,
�B
�$
أثبت�أن�النقاط�.� �	F
 �

�يعينان�مستوياً�واحدًا® هل� �	g
 �

�.-�Cيتقاطعان��A$+أثبت�أن�المستويين� �	h
 �

$�ABCهرم�ثلاثي�القاعدة� �	1�


C

-
,

B

A

$

+

.

� �، �، ،�.�منتصف� -�منتصف� �
ABCيقع�في�المستوي�� أثبت�أن�� �	a
 �

�يتقاطعان�في�النقطة�+ 
� أثبت�أن�� �	b
 �
®BC$مع�المستوي�� ما�نقطة�تقاطع�المستقيم� �	c
 �

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ " ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬	1-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
)'&%$�ABCمكعّب�

$ C

BA

'

&

(

%

a � b 
�ABيعينان�مستوياً���HG المستقيمان� �	1

a � b 
�Bتعينّ�مستوياً���$
�(
النقاط�&� �	�

a � b 
�Aتعينّ�مستوياً���B
�'
�Cالنقاط� �	�

a � b 
�GCيعينان�مستوياً���EF المستقيمان� �	�

a � b 
�BCيعينان�مستوياً���ABالمستقيمان� �	�


�0

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬	�-�
 ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

C

A

$B


�Bتعينّ���C
النقاط�$� �	�


�مستويين�مختلفين b �مستويًا�واحدًا� a �

�لا�يمكن�أن�تعينّ�مستويًا d �عدد�لا�منته�من�المستويات�المختلفة� c �
أوجه�منشور�ƣائم�ųماسي�القاعدة�يعينّ� �	�


�ستة�مستويات�مختلفة b �ųمسة�مستويات�مختلفة� a �

�ثمانية�مستويات�مختلفة d �سبعة�مستويات�مختلفة� c �
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المستقيمات والمستويات المتوازية في الفضاء

 1�72

Hفي شبه المكعب المقابل�

�

D
A

�

�

C

B

اذكر�   1
زوجين من الأحرف المتوازية�  �  
زوجين من الأحرف المتقاطعة�    

��� حرفاً يوازي   !  
�ŭاشر ®ABCD هل يمكن أن يقطع  المستوي  2

�ŭاشر ®���H المستوي AO ��� هل يمكن أن يقطع  إذا كانت النقطة � منتصف   3

®BCو�� A�D كيف يتقاطع المستويان  �  4

®�� حدد في أي نقطة يقطع المستوي A�D الحرف     

(1) ŠƿźƔƳ
.ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ ƶƳŔƟ ¬ƽƺŤƀưƫř ƾƟ ŚÔưǀƤŤƀƯ ÖƺŤƀƯ ũŹŚų ƮǀƤŤƀƯ ƻŻřƹ řŷœ

:šŚǀƐƘưƫř
�/ ų lارũ المستوي 

�

�

π

 l � � /

:śƺƬƐưƫř
� � / إثبات أن 

:ƱŚƷźŞƫř
l m �

/ l يعينان مستوياً وحيدًا  m

�

�

π

1/

 �/ /  
�/ l لا يوازي  لنفرƉ أن� 

�/ / / في نقطة تنتمي إلى Ǝų تقاطع  � يقطع 
� أي أنها نقطة تنتمي إلى 

� � وهذا يخالف الفرƉ لأن 
� � / /، وبالتالي  � لا يمكن أن يقطع المستوي 

ƮƬƘŤţ Ɲƺſ
• .ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚưǀƤŤƀưƫř
• .ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚƿƺŤƀưƫř
•  šŚưǀƤŤƀưƫř ƖƣřƺƯ  

.ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚƿƺŤƀưƫřƹ

:šŚŰƬƐƈưƫřƹ šřŵźƠưƫř
• šŚƿƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ

�+0#./#!0'+% �)�+#/  
• ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ

�2, �+0#./#!0'+% �)�+#/  
• ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ

�2, ��.�))#) �)�+#/  
• �"%#  Ɲźů
• ��!#  ƶūƹ

ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŠƿŻřƺŤưƫř šŚƿƺŤƀưƫřƹ šŚưǀƤŤƀưƫř
��.�))#) �'+#/ �+" �)�+#/ '+ �-�!#
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 1�72

Hفي شبه المكعب المقابل�

�

D
A

�

�

C

B

اذكر�   1
زوجين من الأحرف المتوازية�  �  
زوجين من الأحرف المتقاطعة�    

��� حرفاً يوازي   !  
�ŭاشر ®ABCD هل يمكن أن يقطع  المستوي  2

�ŭاشر ®���H المستوي AO ��� هل يمكن أن يقطع  إذا كانت النقطة � منتصف   3

®BCو�� A�D كيف يتقاطع المستويان  �  4

®�� حدد في أي نقطة يقطع المستوي A�D الحرف     

(1) ŠƿźƔƳ
.ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ ƶƳŔƟ ¬ƽƺŤƀưƫř ƾƟ ŚÔưǀƤŤƀƯ ÖƺŤƀƯ ũŹŚų ƮǀƤŤƀƯ ƻŻřƹ řŷœ

:šŚǀƐƘưƫř
�/ ų lارũ المستوي 

�

�

π

 l � � /

:śƺƬƐưƫř
� � / إثبات أن 

:ƱŚƷźŞƫř
l m �

/ l يعينان مستوياً وحيدًا  m

�

�

π

1/

 �/ /  
�/ l لا يوازي  لنفرƉ أن� 

�/ / / في نقطة تنتمي إلى Ǝų تقاطع  � يقطع 
� أي أنها نقطة تنتمي إلى 

� � وهذا يخالف الفرƉ لأن 
� � / /، وبالتالي  � لا يمكن أن يقطع المستوي 

ƮƬƘŤţ Ɲƺſ
• .ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚưǀƤŤƀưƫř
• .ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚƿƺŤƀưƫř
•  šŚưǀƤŤƀưƫř ƖƣřƺƯ  

.ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚƿƺŤƀưƫřƹ

:šŚŰƬƐƈưƫřƹ šřŵźƠưƫř
• šŚƿƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ

�+0#./#!0'+% �)�+#/  
• ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ

�2, �+0#./#!0'+% �)�+#/  
• ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ

�2, ��.�))#) �)�+#/  
• �"%#  Ɲźů
• ��!#  ƶūƹ

ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŠƿŻřƺŤưƫř šŚƿƺŤƀưƫřƹ šŚưǀƤŤƀưƫř
��.�))#) �'+#/ �+" �)�+#/ '+ �-�!#
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πAB f  ¬ AD BC'  ¬ AD BC=  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
πCD '     :Ʊŏ ŢŞŧŏ

/

CD

BA

 :ƪŰƫř
π  ¬  ¬ AD BC  :šŚǀƐƘưƫř

π     :Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

A BC  
ƶǀƟ ABCD  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ 

�BC AD BC=   
ƕǈƋŏ ƽŻřƺŤƯ ABCD

C AB  ƶƴƯƹ
AB π  (ƼƐƘƯ)  C

N

B

M

A

π

 CD π  (ŠƿźƔƳ)  

¬AC  ƞƈŤƴƯ N ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ƶǀƟ ��� ŦƬŨưƫř :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  1

. π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ  N ¬ M  
. πBC  Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�

�

π

1/

  

(2) ŠƿźƔƳ
 ƾƟ ƶƘƐƤƿ ¬ƽƺŤƀưƫř ƖƐƤƿƹ ƮǀƤŤƀưƫŚŝ ŹŚƯ ÖƺŤƀƯ ƪƨƟ ¬ŚÔƿƺŤƀƯ ƮǀƤŤƀƯ ƻŻřƹ řŷœ

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƬƫ ÖŻřƺƯ ƮǀƤŤƀƯ

π� � �π π π
 � �  

�2
�

�1
 

(3) ŠƿźƔƳ
.ƱŚƿŻřƺŤƯ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŦƫŚŧ ƮǀƤŤƀưƫ ƱŚƿŻřƺưƫř ƱŚưǀƤŤƀưƫř

l m l m  
l l  
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مثال  1

π  ¬  ¬ AD BC=  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
π     :Ʊŏ ŢŞŧŏ

/

CD

BA

 :ƪŰƫř
π  ¬  ¬ AD BC  :šŚǀƐƘưƫř

π     :Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

A BC  
ƶǀƟ ABCD  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ 

�BC AD BC=   
ƕǈƋŏ ƽŻřƺŤƯ ABCD

C AB  ƶƴƯƹ
AB π  (ƼƐƘƯ)  C

N

B

M

A

π

 CD π  (ŠƿźƔƳ)  

¬AC  ƞƈŤƴƯ N ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ƶǀƟ ��� ŦƬŨưƫř :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  1

. π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ  N ¬ M  
. πBC  Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�

�

π

1/

  

(2) ŠƿźƔƳ
 ƾƟ ƶƘƐƤƿ ¬ƽƺŤƀưƫř ƖƐƤƿƹ ƮǀƤŤƀưƫŚŝ ŹŚƯ ÖƺŤƀƯ ƪƨƟ ¬ŚÔƿƺŤƀƯ ƮǀƤŤƀƯ ƻŻřƹ řŷœ

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƬƫ ÖŻřƺƯ ƮǀƤŤƀƯ

π� � �π π π
 � �  
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�
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(3) ŠƿźƔƳ
.ƱŚƿŻřƺŤƯ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŦƫŚŧ ƮǀƤŤƀưƫ ƱŚƿŻřƺưƫř ƱŚưǀƤŤƀưƫř
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π  ¬  ¬ AD BC=  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
π     :Ʊŏ ŢŞŧŏ

/

CD

BA

 :ƪŰƫř
π  ¬  ¬ AD BC  :šŚǀƐƘưƫř

π     :Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

A BC  
ƶǀƟ ABCD  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ 

�BC AD BC=   
ƕǈƋŏ ƽŻřƺŤƯ ABCD

C AB  ƶƴƯƹ
AB π  (ƼƐƘƯ)  C

N

B

M

A

π

 CD π  (ŠƿźƔƳ)  

¬AC  ƞƈŤƴƯ N ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ƶǀƟ ��� ŦƬŨưƫř :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  1

. π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ  N ¬ M  
. πBC '  Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�

�

π

1/

  

(2) ŠƿźƔƳ
 ƾƟ ƶƘƐƤƿ ¬ƽƺŤƀưƫř ƖƐƤƿƹ ƮǀƤŤƀưƫŚŝ ŹŚƯ ÖƺŤƀƯ ƪƨƟ ¬ŚÔƿƺŤƀƯ ƮǀƤŤƀƯ ƻŻřƹ řŷœ

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƬƫ ÖŻřƺƯ ƮǀƤŤƀƯ

π� � �π π π
 � �  
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(3) ŠƿźƔƳ
.ƱŚƿŻřƺŤƯ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŦƫŚŧ ƮǀƤŤƀưƫ ƱŚƿŻřƺưƫř ƱŚưǀƤŤƀưƫř
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π  ¬  ¬ AD BC=  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
π     :Ʊŏ ŢŞŧŏ

/

CD

BA

 :ƪŰƫř
π  ¬  ¬ AD BC  :šŚǀƐƘưƫř

π     :Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

A BC  
ƶǀƟ ABCD  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ 

�BC AD BC=   
ƕǈƋŏ ƽŻřƺŤƯ ABCD

C AB  ƶƴƯƹ
AB π  (ƼƐƘƯ)  C

N

B

M

A

π

 CD π  (ŠƿźƔƳ)  

¬AC  ƞƈŤƴƯ N ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ƶǀƟ ��� ŦƬŨưƫř :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  1

. π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ  N ¬ M  
. πBC  Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�

�

π

1/

  

(2) ŠƿźƔƳ
 ƾƟ ƶƘƐƤƿ ¬ƽƺŤƀưƫř ƖƐƤƿƹ ƮǀƤŤƀưƫŚŝ ŹŚƯ ÖƺŤƀƯ ƪƨƟ ¬ŚÔƿƺŤƀƯ ƮǀƤŤƀƯ ƻŻřƹ řŷœ

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƬƫ ÖŻřƺƯ ƮǀƤŤƀƯ

π� � �π π π
 � �  

�2
�

�1
 

(3) ŠƿźƔƳ
.ƱŚƿŻřƺŤƯ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŦƫŚŧ ƮǀƤŤƀưƫ ƱŚƿŻřƺưƫř ƱŚưǀƤŤƀưƫř

l m l m  
l l  

12�

حاول أن تحل  1

كراسة التمارين

�1

Ûن ĳتمر
��¥� ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŠƿŻřƺŤưƫř šŚƿƺŤƀưƫřƹ šŚưǀƤŤƀưƫř

Parallel Lines and Planes in Space

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ ! ŠƗƺưŬưƫř

.-,+$�ABCشبه�مكعب� �	1


B

C

+
.

$

,
-

A �AK CM' أثبت�أن�� �	a
 �

�Aتنتمي�إلى�مستو�واحد��+
�-
�Cأثبت�أن�النقاط� �	b
 �

�ADيوازي�المستوي�.+- أثبت�أن�� �	c
 �

/®�وضح�ذلك�بالرسم� متى�يكون�المستقيم��Lموازياً�للمستوي� �	a
  	�

/ ارسم�مستقيمًا�ųōرًا�يوازي�المستوي� �	b
 �

$�3ABCهرم�ƣاعدته�$�ABCمربعة�الشكل� �	�


B

C

3

$
- ,

A

�

�
� ،�,�منتصف� -�منتصف� �

أثبت�أن�� �

)'&%$�ABCمكعب� �	�


B . C
$

-A

%
(

&

'
�في�النقطة�.� ،�المستوي�-%'�يقطع� �

أثبت�أن�� �

$�3ABCهرم�ƣاعدته�شبه�المنحرف�$�ABCحيث�إن� �	�


B

.

C$

-

A

3

�في�.� ،�المستوي�-�ABيقطع� �
3$Cيوازي�المستوي�� أثبت�أن�� �	a
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أثبت�أن�� �	b
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π  ¬  ¬ AD BC=  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
π     :Ʊŏ ŢŞŧŏ

/

CD

BA

 :ƪŰƫř
π  ¬  ¬ AD BC  :šŚǀƐƘưƫř

π     :Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

A BC  
ƶǀƟ ABCD  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ 

�BC AD BC=   
ƕǈƋŏ ƽŻřƺŤƯ ABCD

C AB  ƶƴƯƹ
AB π  (ƼƐƘƯ)  C

N

B

M

A

π

 CD π  (ŠƿźƔƳ)  

¬AC  ƞƈŤƴƯ N ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ƶǀƟ ��� ŦƬŨưƫř :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  1

. π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ  N ¬ M  
. πBC  Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�

�

π

1/

  

(2) ŠƿźƔƳ
 ƾƟ ƶƘƐƤƿ ¬ƽƺŤƀưƫř ƖƐƤƿƹ ƮǀƤŤƀưƫŚŝ ŹŚƯ ÖƺŤƀƯ ƪƨƟ ¬ŚÔƿƺŤƀƯ ƮǀƤŤƀƯ ƻŻřƹ řŷœ

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƬƫ ÖŻřƺƯ ƮǀƤŤƀƯ

, , π� � �π π πa +' 1 =1 1

 � �` '  

�2
�

�1
 

(3) ŠƿźƔƳ
.ƱŚƿŻřƺŤƯ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŦƫŚŧ ƮǀƤŤƀưƫ ƱŚƿŻřƺưƫř ƱŚưǀƤŤƀưƫř

l m l m  
l l  
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π  ¬  ¬ AD BC=  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
π     :Ʊŏ ŢŞŧŏ

/

CD

BA

 :ƪŰƫř
π  ¬  ¬ AD BC  :šŚǀƐƘưƫř

π     :Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

A BC  
ƶǀƟ ABCD  Ʋƨǀƫƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ 

�BC AD BC=   
ƕǈƋŏ ƽŻřƺŤƯ ABCD

C AB  ƶƴƯƹ
AB π  (ƼƐƘƯ)  C

N

B

M

A

π

 CD π  (ŠƿźƔƳ)  

¬AC  ƞƈŤƴƯ N ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ƶǀƟ ��� ŦƬŨưƫř :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  1

. π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ  N ¬ M  
. πBC  Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�

�

π

1/

  

(2) ŠƿźƔƳ
 ƾƟ ƶƘƐƤƿ ¬ƽƺŤƀưƫř ƖƐƤƿƹ ƮǀƤŤƀưƫŚŝ ŹŚƯ ÖƺŤƀƯ ƪƨƟ ¬ŚÔƿƺŤƀƯ ƮǀƤŤƀƯ ƻŻřƹ řŷœ

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƬƫ ÖŻřƺƯ ƮǀƤŤƀƯ

π� � �π π π
 � �  
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(3) ŠƿźƔƳ
.ƱŚƿŻřƺŤƯ ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŦƫŚŧ ƮǀƤŤƀưƫ ƱŚƿŻřƺưƫř ƱŚưǀƤŤƀưƫř

21 ,l m l ma ' '  
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π     :Ʊŏ ŢŞŧŏ
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BA

 :ƪŰƫř
π  ¬  ¬ AD BC  :šŚǀƐƘưƫř

π     :Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
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N

B

M
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¬AC  ƞƈŤƴƯ N ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ƶǀƟ ��� ŦƬŨưƫř :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  1

. π  ƽƺŤƀưƫř Ƽƫœ ƱŚǀưŤƴţ  N ¬ M  
. πBC  Ʊŏ ŢŞŧŏ  
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(2) ŠƿźƔƳ
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(3) ŠƿźƔƳ
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Ûن ĳتمر
��¥� ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŠƿŻřƺŤưƫř šŚƿƺŤƀưƫřƹ šŚưǀƤŤƀưƫř

Parallel Lines and Planes in Space

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ ! ŠƗƺưŬưƫř
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B

C

+
.

$

,
-

A � أثبت�أن�� �	a
 �

�Aتنتمي�إلى�مستو�واحد��+
�-
�Cأثبت�أن�النقاط� �	b
 �

�يوازي�المستوي�.+- أثبت�أن�� �	c
 �

/®�وضح�ذلك�بالرسم� متى�يكون�المستقيم��Lموازياً�للمستوي� �	a
  	�

/ ارسم�مستقيمًا�ųōرًا�يوازي�المستوي� �	b
 �

$�3ABCهرم�ƣاعدته�$�ABCمربعة�الشكل� �	�


B

C

3

$
- ,

A

�

�
� BS ،�,�منتصف� AS -�منتصف� �

( )ML ABCD' أثبت�أن�� �

)'&%$�ABCمكعب� �	�


B . C
$

-A

%
(

&

'
�في�النقطة�.� ،�المستوي�-%'�يقطع� �

أثبت�أن�� �

$�3ABCهرم�ƣاعدته�شبه�المنحرف�$�ABCحيث�إن� �	�


B

.

C$

-

A

3

�في�.� ،�المستوي�-�ABيقطع� �
3$Cيوازي�المستوي�� أثبت�أن�� �	a
 �

أثبت�أن�� �	b
 �
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. πCD '  ¬ƱŚƠƫŚŴŤƯ ,AB CD  ƱŚƧ řŷœ :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
. L ƾƟ π  ƖƐƤţ AC  ¬M ƾƟ π  ƖƐƤţ AD
. N ƾƟ π  ƖƐƤţ BC  ¬H ƾƟ π  ƖƐƤţ BD

N
H

A

B

M

CD

/

L
 LM NH'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ

:ƪŰƫř
π   :šŚǀƐƘưƫř

Mπ    
C π    

B Hπ =    
BC Nπ =    

LM NH  šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

 C A=  (ƼƐƘƯ)
ADC  ƺƷƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ƱŚưǀƤŤƀưƫř   

 π M C Lπ= =  (ƼƐƘƯ)
 ( )ADC ML 1π =

 ( )CD 2π  (ƼƐƘƯ)
 ( )CD ACD 3

:Ʊŏ ŶŬƳ (3), (2), (1) ƲƯ  
   LM CD   (4) ŠƿźƔƳ
 BC BD B=  (ƼƐƘƯ)

BCD  ƺƷƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ƱŚưǀƤŤƀưƫř    
 B H BC Nπ π= =  (ƼƐƘƯ)
 ( )BCD HNπ =  (5)

 CD π  (6)

 CD BCD  (7)

:Ʊŏ ŶŬƳ (5), (6), (7) ƲƯ  
 HN CD  (8)  ŠƿźƔƳ

:Ʊŏ ŪŤƴŤƀƳ (4), (8) ƲƯ  
 HNML  ŠƿźƔƳ

.ƕǈƋŏ ƽŻřƺŤƯ LMHN  Ʊŏ ŢŞŧŐƟ  πAB  ƱŚƧ řŷœ ¬(2) ƩŚŨưƫř ƾƟ  2

126

مثال 2

. π  ¬ƱŚƠƫŚŴŤƯ AB  ƱŚƧ řŷœ :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
. L ƾƟ π  ƖƐƤţ  ¬M ƾƟ π  ƖƐƤţ 
. N ƾƟ π  ƖƐƤţ B  ¬H ƾƟ π  ƖƐƤţ 

N
H

A

B

M

CD

/

L
  :Ʊŏ ŢŞŧŏ

:ƪŰƫř
π   :šŚǀƐƘưƫř

Mπ    
C π    

B Hπ =    
BC Nπ =    

LM NH  šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

 C A=  (ƼƐƘƯ)
ADC  ƺƷƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ƱŚưǀƤŤƀưƫř   

 π M C Lπ= =  (ƼƐƘƯ)
 ( )ADC ML 1π =

 ( )CD 2π  (ƼƐƘƯ)
 ( )CD ACD 3

:Ʊŏ ŶŬƳ (3), (2), (1) ƲƯ  
   LM CD   (4) ŠƿźƔƳ
 BC BD B=  (ƼƐƘƯ)

BCD  ƺƷƹ ř ÔŶǀůƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ƱŚưǀƤŤƀưƫř    
 B H BC Nπ π= =  (ƼƐƘƯ)
 ( )BCD HNπ =  (5)

 CD π  (6)

 CD BCD  (7)

:Ʊŏ ŶŬƳ (5), (6), (7) ƲƯ  
 HN CD  (8)  ŠƿźƔƳ

:Ʊŏ ŪŤƴŤƀƳ (4), (8) ƲƯ  
 HNML  ŠƿźƔƳ

.ƕǈƋŏ ƽŻřƺŤƯ LMHN  Ʊŏ ŢŞŧŐƟ  πAB  ƱŚƧ řŷœ ¬(2) ƩŚŨưƫř ƾƟ  2
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�

π2

�

π1

 

(1) ŠŬǀŤƳ
¬ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ ŚưƸŝ ÚźƯƹ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƻŻřƺţ řŷœ

.ƲǀưǀƤŤƀưƫř ƲƿŸƷ ƲƯ ĐǈƧ ƽŻřƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ƺƷ ŚưƸƘƏŚƤţ ƱŔƟ

, , ,� � � � � � � �π π π π &+' ' '1 1 =1 2 21
^ ^h h

.π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
π π =1 2

D

�

A

2 1

B

H

C

 .  ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

şźŗřŶƫř ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD  :šŚǀƐƘưƫř
π π =1 2  

 ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

şźŗřŶƫř ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD
ƱŚƤŝŚƐŤƯƹ źųǁř ŚưƸƴƯ ƪƧ ƞƈƴƿ   

ƪǀƐŤƀƯ ���� ƪƨƄƫř   
( )AC DB 1  

� � ( )AC DB 2π π π π1 2 1 2 =  
(1), (2) ƲƯ

AC DB  
�AC AC π  

π  
 ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ ƽŏ

.ŜƘƨƯ ƶŞƃ �������H  3

D A

M
H

B

�

��

C
N

 .A�  ƞƈŤƴƯ �N C�  ƞƈŤƴƯ M  
.  ƽŻřƺƿ ���H  Ʊŏ ŢŞŧŏ  

12


�1

Ûن ĳتمر
��¥� ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŠƿŻřƺŤưƫř šŚƿƺŤƀưƫřƹ šŚưǀƤŤƀưƫř

Parallel Lines and Planes in Space

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ ! ŠƗƺưŬưƫř

.-,+$�ABCشبه�مكعب� �	1


B

C

+
.

$

,
-

A � أثبت�أن�� �	a
 �

�Aتنتمي�إلى�مستو�واحد��+
�-
�Cأثبت�أن�النقاط� �	b
 �

�يوازي�المستوي�.+- أثبت�أن�� �	c
 �

/®�وضح�ذلك�بالرسم� متى�يكون�المستقيم��Lموازياً�للمستوي� �	a
  	�

/ ارسم�مستقيمًا�ųōرًا�يوازي�المستوي� �	b
 �

$�3ABCهرم�ƣاعدته�$�ABCمربعة�الشكل� �	�


B

C

3

$
- ,

A

�

�
� ،�,�منتصف� -�منتصف� �

أثبت�أن�� �

)'&%$�ABCمكعب� �	�


B . C
$

-A

%
(

&

'
�في�النقطة�.� ،�المستوي�-%'�يقطع� �

أثبت�أن�� �

AB DC' $�3ABCهرم�ƣاعدته�شبه�المنحرف�$�ABCحيث�إن� �	�


B

.

C$

-

A

3

�SDفي�.� M،�المستوي�-�ABيقطع� SCd �
3$Cيوازي�المستوي��AB أثبت�أن�� �	a
 �

MN CD' أثبت�أن�� �	b
 �

كراسة التمارين
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π2

�

π1

 

(1) ŠŬǀŤƳ
¬ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ ŚưƸŝ ÚźƯƹ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƻŻřƺţ řŷœ

.ƲǀưǀƤŤƀưƫř ƲƿŸƷ ƲƯ ĐǈƧ ƽŻřƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ƺƷ ŚưƸƘƏŚƤţ ƱŔƟ

� � � � � � � �π π π π =1 2 2

.π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
GHπ π+ =1 2

D

�

A

2 1

B

H

C

 .GH  ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

şźŗřŶƫř ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD  :šŚǀƐƘưƫř
π π =1 2  

 ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

şźŗřŶƫř ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD
ƱŚƤŝŚƐŤƯƹ źųǁř ŚưƸƴƯ ƪƧ ƞƈƴƿ   

ƪǀƐŤƀƯ ���� ƪƨƄƫř   
( )AC DB 1  

� � ( )AC DB 2π π π π1 2 1 2 =  
(1), (2) ƲƯ

AC DB  
�AC AC π  

π  
 ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ ƽŏ

.ŜƘƨƯ ƶŞƃ �������H  3

D A

M
H

B

�

��

C
N

 .A�  ƞƈŤƴƯ �N C�  ƞƈŤƴƯ M  
.  ƽŻřƺƿ ���H  Ʊŏ ŢŞŧŏ  
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مثال 3

�

�

π2

�

π1

 

(1) ŠŬǀŤƳ
¬ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ ŚưƸŝ ÚźƯƹ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƻŻřƺţ řŷœ

.ƲǀưǀƤŤƀưƫř ƲƿŸƷ ƲƯ ĐǈƧ ƽŻřƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ƺƷ ŚưƸƘƏŚƤţ ƱŔƟ

� � � � � � � �π π π π =1 2 2

.π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
π π =1 2

D

�

A

π

π
2
π1

B

H

C

 .  ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

şźŗřŶƫř ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD  :šŚǀƐƘưƫř
π π =1 2  

 ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

şźŗřŶƫř ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD
ƱŚƤŝŚƐŤƯƹ źųǁř ŚưƸƴƯ ƪƧ ƞƈƴƿ   

ƪǀƐŤƀƯ ���� ƪƨƄƫř   
( )AC DB 1  

� � ( )AC DB 2π π π π1 2 1 2 =  
(1), (2) ƲƯ

AC DB  
�AC AC π  

π  
 ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ ƽŏ

.ŜƘƨƯ ƶŞƃ �������H  3

D A

M
H

B

�

��

C
N

 .A�  ƞƈŤƴƯ �N C�  ƞƈŤƴƯ M  
.  ƽŻřƺƿ ���H  Ʊŏ ŢŞŧŏ  
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��

$�ABCهرم�ثلاثي�القاعدة،� �	�

�في�* �والمار�بالنقطة�(�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

�في�+ �والمار�بالنقطة�*�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �
(�ƾƟ� �والمار�بالنقطة�+�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

ضع�رسمًا�مناسباً� �	a
 �
أثبت�أن�� �	b
 �

�MNحيث� 
��π1مستويان�متقاطعان�في�π2 ليكن� �	�

,AB ABπ π2'1 1 �
, ππCD CD '1 2 و1 �

AB CD' أثبت�أن�� �

��ABCDمتوازيا�أضلاع�غير�مستويين�معًا�ويتقاطعان�في�ABEF �	�


�متوازي�أضلاع أثبت�أن�� �

C A

-

$B

/

/

�πمستويان�متوازيان،�-�نقطة�واƣعة�بينهما،� �
π في�الشكل�المقابل� �	�

حيث� �

أثبت�أن�� �

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ " ŠƗƺưŬưƫř
.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬	1-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a � b يكون�المستويان�متوازيين�إذا�اشتركا�في�نقطة�واحدة�على�الأƣل�� �	1

a � b إذا�واز�ƻمستقيم�مستوياً�فŔنهما�لا�يشتركان�في�أي�نقطة�من�نقاطهما�� �	�

a � b �/ �يوازي�مستقيمًا�وحيدًا�في� /�فŔن� إذا�واز�ƻمستقيم��Lمستوي� �	�

a � b � �فŔن� / �
 / إذا�كان�� �	�


إذا�تواز�ƻمستقيمان�ومرّ�بهما�مستويان�متقاطعان�فŔن�تقاطعهما �	�

a � b �من�هذين�المستقيمين�� هو�مستقيم�يوازي�كلاًّ �

كراسة التمارين
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حاول أن تحل  3

�

�

π2

�

π1

 

(1) ŠŬǀŤƳ
¬ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ ŚưƸŝ ÚźƯƹ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƻŻřƺţ řŷœ

.ƲǀưǀƤŤƀưƫř ƲƿŸƷ ƲƯ ĐǈƧ ƽŻřƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ƺƷ ŚưƸƘƏŚƤţ ƱŔƟ

� � � � � � � �π π π π =1 2 2

.π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
π π =1 2

D

�

A

2 1

B

H

C

 .  ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

şźŗřŶƫř ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD  :šŚǀƐƘưƫř
π π =1 2  

 ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

şźŗřŶƫř ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD
ƱŚƤŝŚƐŤƯƹ źųǁř ŚưƸƴƯ ƪƧ ƞƈƴƿ   

ƪǀƐŤƀƯ ���� ƪƨƄƫř   
( )AC DB 1  

� � ( )AC DB 2π π π π1 2 1 2 =  
(1), (2) ƲƯ

AC DB  
�AC AC π  

π  
 ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ ƽŏ

.ŜƘƨƯ ƶŞƃ �������H  3

D A

M
H

B

�

��

C
N
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.  ƽŻřƺƿ ���H  Ʊŏ ŢŞŧŏ  
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�

�

π2

�

π1

 

(1) ŠŬǀŤƳ
¬ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ ŚưƸŝ ÚźƯƹ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƻŻřƺţ řŷœ

.ƲǀưǀƤŤƀưƫř ƲƿŸƷ ƲƯ ĐǈƧ ƽŻřƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ƺƷ ŚưƸƘƏŚƤţ ƱŔƟ

� � � � � � � �π π π π =1 2 2

.π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
π π =1 2

D

�

A

2 1

B

H

C

 .  ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

şźŗřŶƫř ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD  :šŚǀƐƘưƫř
π π =1 2  

 ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ šŚŞŧœ :śƺƬƐưƫř
:ƱŚƷźŞƫř

şźŗřŶƫř ƾƟ ƱřźƐƣ �AB CD
ƱŚƤŝŚƐŤƯƹ źųǁř ŚưƸƴƯ ƪƧ ƞƈƴƿ   

ƪǀƐŤƀƯ ���� ƪƨƄƫř   
( )AC DB 1  

� � ( )AC DB 2π π π π1 2 1 2 =  
(1), (2) ƲƯ

AC DB  
�AC AC π  

π  
 ƽŻřƺƿ π  şźŗřŶƫř ƽƺŤƀƯ Ʊŏ ƽŏ

.ŜƘƨƯ ƶŞƃ �������H  3

D A

M
H

B

�

��

C
N

 .A�  ƞƈŤƴƯ �N C�  ƞƈŤƴƯ M  
.MN  ƽŻřƺƿ ���H^ h Ʊŏ ŢŞŧŏ  
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��

$�ABCهرم�ثلاثي�القاعدة،� �	�

�في�* �والمار�بالنقطة�(�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

�في�+ �والمار�بالنقطة�*�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �
(�ƾƟ� �والمار�بالنقطة�+�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

ضع�رسمًا�مناسباً� �	a
 �
أثبت�أن�� �	b
 �

�حيث� �πمستويان�متقاطعان�في� �
π ليكن� �	�

π π �

ππ و �
أثبت�أن�� �

AB 
��ABCDمتوازيا�أضلاع�غير�مستويين�معًا�ويتقاطعان�في�ABEF �	�

�CDFEمتوازي�أضلاع أثبت�أن�� �

C A

-

$B

/

/

�πمستويان�متوازيان،�-�نقطة�واƣعة�بينهما،� �
π في�الشكل�المقابل� �	�

حيث� �

أثبت�أن�� �

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ " ŠƗƺưŬưƫř
.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬	1-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a � b يكون�المستويان�متوازيين�إذا�اشتركا�في�نقطة�واحدة�على�الأƣل�� �	1

a � b إذا�واز�ƻمستقيم�مستوياً�فŔنهما�لا�يشتركان�في�أي�نقطة�من�نقاطهما�� �	�

a � b �/ �يوازي�مستقيمًا�وحيدًا�في� /�فŔن� إذا�واز�ƻمستقيم��Lمستوي� �	�

a � b � �فŔن� / �
 / إذا�كان�� �	�


إذا�تواز�ƻمستقيمان�ومرّ�بهما�مستويان�متقاطعان�فŔن�تقاطعهما �	�

a � b �من�هذين�المستقيمين�� هو�مستقيم�يوازي�كلاًّ �

كراسة التمارين
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(4) ŠƿźƔƳ
.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƱŚƳƺƨƿ ŚưƸƘƯ ƶƘƏŚƤţ ƾƐų ƱŔƟ ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ ÖƺŤƀƯ ƖƐƣ řŷœ

ππ  :šŚǀƐƘưƫř
π π A�  
π π ��  

:śƺƬƐưƫř
A

B

C

D

π

π

π

 �� �� إثبات أن� 

/ / فرضًا   :ƱŚƷźŞƫř

π�� ��π �
�� �� q � �

(1) �� هما متوازيان أو متخالفان    �  �� � � �
(2)  / ���� يحويهما مستوÖ واحد هو  � �

�� �� �   من ��2 ���1 نستنتŪ أن� 

.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ �π π21   :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
�, � ƾƟ π2  ¬�, � ƾƟ π1  ƲƯ ĐǈƧ ƱŚƘƐƤƿƹ � ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ �� �

� � ��� �� �� ���B CD AC BD5 � 6 �= = = =  ƱŚƧ řŷœ
��� ŦƬŨưƫř ƎǀŰƯ ŶūƹŐƟ

:ƪŰƫř
:šŚǀƐƘưƫř
π π21

�, � ƾƟ π2  ¬�, � ƾƟ π1  ƱŚƘƐƤƿƹ � ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ �� �
� � ��� �� �� ���B CD AC BD5 � 6 �= = = =

π

π

A

C

� �

�

D

B

 :śƺƬƐưƫř
.��� ŦƬŨưƫř ƎǀŰƯ ŵŚŬƿœ

:ƱŚƷźŞƫř
� ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ �� �
π  Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ �� �

.ƱŚƿŻřƺŤƯ �π π21

�AB CDπ π π π= =1 2

12�

(4) ŠƿźƔƳ
.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƱŚƳƺƨƿ ŚưƸƘƯ ƶƘƏŚƤţ ƾƐų ƱŔƟ ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ ÖƺŤƀƯ ƖƐƣ řŷœ

ππ  :šŚǀƐƘưƫř
π π A�  
π π ��  

:śƺƬƐưƫř
A

B

C

D

π

π

π

 �� �� إثبات أن� 

/ / فرضًا   :ƱŚƷźŞƫř

π�� ��π �
�� �� q � �

(1) �� هما متوازيان أو متخالفان    �  �� � � �
(2)  / ���� يحويهما مستوÖ واحد هو  � �

�� �� �   من ��2 ���1 نستنتŪ أن� 

.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ �π π21   :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
�, � ƾƟ π2  ¬�, � ƾƟ π1  ƲƯ ĐǈƧ ƱŚƘƐƤƿƹ � ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ �� �

� � ��� �� �� ���B CD AC BD5 � 6 �= = = =  ƱŚƧ řŷœ
��� ŦƬŨưƫř ƎǀŰƯ ŶūƹŐƟ

:ƪŰƫř
:šŚǀƐƘưƫř
π π21

�, � ƾƟ π2  ¬�, � ƾƟ π1  ƱŚƘƐƤƿƹ � ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ �� �
� � ��� �� �� ���B CD AC BD5 � 6 �= = = =

π

π

A

C

� �

�

D

B

 :śƺƬƐưƫř
.��� ŦƬŨưƫř ƎǀŰƯ ŵŚŬƿœ

:ƱŚƷźŞƫř
� ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ �� �
π  Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ �� �

.ƱŚƿŻřƺŤƯ �π π21

�AB CDπ π π π= =1 2

12�

 مثال4

(4) ŠƿźƔƳ
.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƱŚƳƺƨƿ ŚưƸƘƯ ƶƘƏŚƤţ ƾƐų ƱŔƟ ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ ÖƺŤƀƯ ƖƐƣ řŷœ

ππ  :šŚǀƐƘưƫř
π π A�  
π π ��  

:śƺƬƐưƫř
A

B

C

D

π

π

π

 �� �� إثبات أن� 

/ / فرضًا   :ƱŚƷźŞƫř

π�� ��π �
�� �� q � �

(1) �� هما متوازيان أو متخالفان    �  �� � � �
(2)  / ���� يحويهما مستوÖ واحد هو  � �

�� �� �   من ��2 ���1 نستنتŪ أن� 

.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ �π π21   :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
�, � ƾƟ π2  ¬�, � ƾƟ π1  ƲƯ ĐǈƧ ƱŚƘƐƤƿƹ � ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ �� �

� � ��� �� �� ���B CD AC BD5 � 6 �= = = =  ƱŚƧ řŷœ
��� ŦƬŨưƫř ƎǀŰƯ ŶūƹŐƟ

:ƪŰƫř
:šŚǀƐƘưƫř
π π21

�, � ƾƟ π2  ¬�, � ƾƟ π1  ƱŚƘƐƤƿƹ � ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ �� �
� � ��� �� �� ���B CD AC BD5 � 6 �= = = =

π1

π2

A

C

� �

�

D

B

 :śƺƬƐưƫř
.��� ŦƬŨưƫř ƎǀŰƯ ŵŚŬƿœ

:ƱŚƷźŞƫř
� ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚưǀƤŤƀƯ �� �
π  Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ �� �

.ƱŚƿŻřƺŤƯ �π π21

�AB CDπ π π π= =1 2
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CD  (4 ŠƿźƔƳ)  
CD  ¬ π  ƽƺŤƀưƫř ƾƟ  

ƱŚƸŝŚƄŤƯ ���, ��� ƱŚŨƬŨưƫř   

�D
�B

�C
�A

CD
AB

= =  :ŜſŚƴŤƫř ŜŤƨƳ  

5
5
� 6 ���

= =  :ƊƿƺƘŤƫŚŝ  

5 �
5

6� �
=  

� 65 �=  :ƾƐƘţ  
� � ��3� 7 5= =  

5 �
5

��
=  ƦƫŸƧ  

� �5 5��= =  :ƾƐƘţ  
:ƽƹŚƀƿ ��� ŦƬŨưƫř ƎǀŰƯ  
7�5 �� 5�� 5��� � ��  
17�5 ��  A

� �

�

C

D
B

π
1

π
2

 .ƾŧǈŧ ƭźƷ ���� ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  4

.ƱŚƿŻřƺŤƯ �π π1 2  ƱŚƿƺŤƀưƫř  
���� 6=  ¬ �B

A�
3
1

=  ƱŚƧ řŷœ  
�� ŶūƹŐƟ  

12�

حاول أن تحل  3

CD  (4 ŠƿźƔƳ)  
CD  ¬ π  ƽƺŤƀưƫř ƾƟ  

ƱŚƸŝŚƄŤƯ ���, ��� ƱŚŨƬŨưƫř   

�D
�B

�C
�A

CD
AB

= =  :ŜſŚƴŤƫř ŜŤƨƳ  

5
5
� 6 ���

= =  :ƊƿƺƘŤƫŚŝ  

5 �
5

6� �
=  

� 65 �=  :ƾƐƘţ  
� � ��3� 7 5= =  

5 �
5

��
=  ƦƫŸƧ  

� �5 5��= =  :ƾƐƘţ  
:ƽƹŚƀƿ ��� ŦƬŨưƫř ƎǀŰƯ  
7�5 �� 5�� 5��� � ��  
17�5 ��  A

� �

�

C

D
B

π

π

 .ƾŧǈŧ ƭźƷ ���� ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  4

.ƱŚƿŻřƺŤƯ �π π1 2  ƱŚƿƺŤƀưƫř  
���� 6=  ¬ �B

A�
3
1

=  ƱŚƧ řŷœ  
�� ŶūƹŐƟ  

12�
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$�ABCهرم�ثلاثي�القاعدة،� �	�

�في�* �والمار�بالنقطة�(�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

�في�+ �والمار�بالنقطة�*�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �
(�ƾƟ� �والمار�بالنقطة�+�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

ضع�رسمًا�مناسباً� �	a
 �
أثبت�أن�� �	b
 �

�حيث� �πمستويان�متقاطعان�في� �
π ليكن� �	�

π π �

ππ و �
أثبت�أن�� �

�متوازيا�أضلاع�غير�مستويين�معًا�ويتقاطعان�في� �
 �	�

�متوازي�أضلاع أثبت�أن�� �

C A

-

$B

/

/


��π1مستويان�متوازيان،�-�نقطة�واƣعة�بينهما،�π2 في�الشكل�المقابل� �	�

MAB CD+ = " حيث�, �

MB

AM

BD

AC
= أثبت�أن�� �

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ " ŠƗƺưŬưƫř
.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬	1-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a � b يكون�المستويان�متوازيين�إذا�اشتركا�في�نقطة�واحدة�على�الأƣل�� �	1

a � b إذا�واز�ƻمستقيم�مستوياً�فŔنهما�لا�يشتركان�في�أي�نقطة�من�نقاطهما�� �	�

a � b �/ �يوازي�مستقيمًا�وحيدًا�في� /�فŔن� إذا�واز�ƻمستقيم��Lمستوي� �	�

a � b � �فŔن� / �
 / إذا�كان�� �	�


إذا�تواز�ƻمستقيمان�ومرّ�بهما�مستويان�متقاطعان�فŔن�تقاطعهما �	�

a � b �من�هذين�المستقيمين�� هو�مستقيم�يوازي�كلاًّ �

��

$�ABCهرم�ثلاثي�القاعدة،� �	�

�في�* �والمار�بالنقطة�(�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

�في�+ �والمار�بالنقطة�*�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �
(�ƾƟ� �والمار�بالنقطة�+�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

ضع�رسمًا�مناسباً� �	a
 �
أثبت�أن�� �	b
 �

�حيث� �πمستويان�متقاطعان�في� �
π ليكن� �	�

π π �

ππ و �
أثبت�أن�� �

�متوازيا�أضلاع�غير�مستويين�معًا�ويتقاطعان�في� �
 �	�

�متوازي�أضلاع أثبت�أن�� �

C A

-

$B

/1

/2

�πمستويان�متوازيان،�-�نقطة�واƣعة�بينهما،� �
π في�الشكل�المقابل� �	�

حيث� �

أثبت�أن�� �

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ " ŠƗƺưŬưƫř
.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬	1-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a � b يكون�المستويان�متوازيين�إذا�اشتركا�في�نقطة�واحدة�على�الأƣل�� �	1

a � b إذا�واز�ƻمستقيم�مستوياً�فŔنهما�لا�يشتركان�في�أي�نقطة�من�نقاطهما�� �	�

a � b �/ �يوازي�مستقيمًا�وحيدًا�في� /�فŔن� إذا�واز�ƻمستقيم��Lمستوي� �	�

a � b � �فŔن� / �
 / إذا�كان�� �	�


إذا�تواز�ƻمستقيمان�ومرّ�بهما�مستويان�متقاطعان�فŔن�تقاطعهما �	�

a � b �من�هذين�المستقيمين�� هو�مستقيم�يوازي�كلاًّ �

كراسة التمارين

��

$�ABCهرم�ثلاثي�القاعدة،� �	�

�في�* �والمار�بالنقطة�(�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

�في�+ �والمار�بالنقطة�*�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �
(�ƾƟ� �والمار�بالنقطة�+�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

ضع�رسمًا�مناسباً� �	a
 �
أثبت�أن�� �	b
 �

�حيث� �πمستويان�متقاطعان�في� �
π ليكن� �	�

π π �

ππ و �
أثبت�أن�� �

�متوازيا�أضلاع�غير�مستويين�معًا�ويتقاطعان�في� �
 �	�

�متوازي�أضلاع أثبت�أن�� �

C A

-

$B

/

/

�πمستويان�متوازيان،�-�نقطة�واƣعة�بينهما،� �
π في�الشكل�المقابل� �	�

حيث� �

أثبت�أن�� �

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ " ŠƗƺưŬưƫř
.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬	1-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a � b يكون�المستويان�متوازيين�إذا�اشتركا�في�نقطة�واحدة�على�الأƣل�� �	1

a � b إذا�واز�ƻمستقيم�مستوياً�فŔنهما�لا�يشتركان�في�أي�نقطة�من�نقاطهما�� �	�

a � b �/ �يوازي�مستقيمًا�وحيدًا�في� l /�فŔن� إذا�واز�ƻمستقيم��Lمستوي� �	�

a � b �l m' �فŔن� l ' / �
m ' / إذا�كان�� �	�


إذا�تواز�ƻمستقيمان�ومرّ�بهما�مستويان�متقاطعان�فŔن�تقاطعهما �	�

a � b �من�هذين�المستقيمين�� هو�مستقيم�يوازي�كلاًّ �

موضوعي

��

$�ABCهرم�ثلاثي�القاعدة،� �	�

�في�* �والمار�بالنقطة�(�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

�في�+ �والمار�بالنقطة�*�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �
(�ƾƟ� �والمار�بالنقطة�+�يقطع� �É Ùالمستقيم�الموازي�ل �

ضع�رسمًا�مناسباً� �	a
 �
أثبت�أن�� �	b
 �

�حيث� �πمستويان�متقاطعان�في� �
π ليكن� �	�

π π �

ππ و �
أثبت�أن�� �

�متوازيا�أضلاع�غير�مستويين�معًا�ويتقاطعان�في� �
 �	�

�متوازي�أضلاع أثبت�أن�� �

C A

-

$B

/

/

�πمستويان�متوازيان،�-�نقطة�واƣعة�بينهما،� �
π في�الشكل�المقابل� �	�

حيث� �

أثبت�أن�� �

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ " ŠƗƺưŬưƫř
.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬	1-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a � b يكون�المستويان�متوازيين�إذا�اشتركا�في�نقطة�واحدة�على�الأƣل�� �	1

a � b إذا�واز�ƻمستقيم�مستوياً�فŔنهما�لا�يشتركان�في�أي�نقطة�من�نقاطهما�� �	�

a � b �/ �يوازي�مستقيمًا�وحيدًا�في� /�فŔن� إذا�واز�ƻمستقيم��Lمستوي� �	�

a � b � �فŔن� / �
 / إذا�كان�� �	�


إذا�تواز�ƻمستقيمان�ومرّ�بهما�مستويان�متقاطعان�فŔن�تقاطعهما �	�

a � b �من�هذين�المستقيمين�� هو�مستقيم�يوازي�كلاًّ �
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.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬	�-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
إذا�تواز�ƻمستويان�مختلفان�وƣطعهما�مستو�ثالث�فŔن�ųطيّ�التقاطع�� �	�


�متخالفان b �متقاطعان� a �

�متعامدان d �متوازيان� c �

�فŔن�� / �، / �،/ / إذا�كان� �	�


a � � b �
c � �متخالفان� d � q

�هما� 
� �،ABC$%&'(في�المكعّب� �	�


A B

C

'(

% &
$

�متقاطعان� b �متوازيان� a �

�واحد Öيحويهما�مستو� d �متخالفان� c �

��

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬	�-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
إذا�تواز�ƻمستويان�مختلفان�وƣطعهما�مستو�ثالث�فŔن�ųطيّ�التقاطع�� �	�


�متخالفان b �متقاطعان� a �

�متعامدان d �متوازيان� c �

�فŔن�� / �، / �،/ / إذا�كان� �	�


a � � b �
c � �متخالفان� d � q

�هما� DB 
�EG �،ABC$%&'(في�المكعّب� �	�


A B

C

'(

% &
$

�متقاطعان� b �متوازيان� a �

�واحد Öيحويهما�مستو� d �متخالفان� c �

��

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬	�-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
إذا�تواز�ƻمستويان�مختلفان�وƣطعهما�مستو�ثالث�فŔن�ųطيّ�التقاطع�� �	�


�متخالفان b �متقاطعان� a �

�متعامدان d �متوازيان� c �

�فŔن�� / �، / �،/ / إذا�كان� �	�


a � � b �
c � �متخالفان� d � q

�هما� 
� �،ABC$%&'(في�المكعّب� �	�


A B

C

'(

% &
$

�متقاطعان� b �متوازيان� a �

�واحد Öيحويهما�مستو� d �متخالفان� c �
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تعامد مستقيم مع مستوٍ

1�73ÖƺŤƀƯ ƖƯ ƮǀƤŤƀƯ ŶƯŚƘţ
�#.-#+"'!1)�. �'+# �'0& � �)�+#

ƂƣŚƴŤƳƹ źƨƠƳ ŚƴƗŵ
في المكÉعب المقابل�

���A متعامدين® هل   �
���A متعامدين® هل    

�

AD

B

�

H�

C

���� متعامدين®  هل   !
سمّ زوجين من المستقيمات المتعامدة�  "

�+%)# �#02##+ �2, �(#2 �'+#/  ƲǀƠƫŚŴŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ Ʋǀŝ Šƿƹřżƫř

.źųǂƫ ÖŻřƺƯƹ ƶƫ ÖƖƏŚƣ ÖƮǀƤŤƀƯ ƽŏ ƖƯ ŚưƷŶůŏ ŚƸƘƴƈƿ ƾŤƫř Šƿƹřżƫř ƾƷ ƲǀƠƫŚŴŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ Ʋǀŝ Šƿƹřżƫř

�
�

�

� �مستقيمان متخالفان في الفضاء�  � �
� نأųذ النقطة N على أحد المستقيمين وليكن 
N� � �� � � � � � � �

� � � هي إحدƻ الزوايا الناتجة عن تقاطع  � الزاوية بين المستقيمين 
� � şŵŚŰƫř Šƿƹřżƫř بين المستقيمين �

N ع النقطةƣلا تتأثر الزاوية بتغير مو :ŠƔůǈƯ

ŜƿŹŶţ
في المكعب المرسوم في فقرة (دعنا نفكر ونتناƂƣ)، أوجد ƣياŽ الزاوية بين�

�  ����    ����
!  ����  "  �� ��
#  �� ��

ƞƿźƘţ
 ƾƟ ŠƘƣřƺƫř šŚưǀƤŤƀưƫř Ɩǀưū ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ �  ƱŚƧ řŷœ π  ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ � ƮǀƤŤƀưƫř Ʊƺƨƿ

� π  : Éŝ ƦƫŸƫ żƯźƿƹ π

ƮƬƘŤţ Ɲƺſ
•  Ʋǀŝ Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ 

.ƲǀƠƫŚŴŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ
• . ÖƺŤƀƯ ƖƯ ƮǀƤŤƀƯ ŶƯŚƘţ
• :šŚŰƬƐƈưƫřƹ šřŵźƠưƫř
• ƽŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ

�#.-#+"'!1)�. �'+#  
• ƲǀƠƫŚŴŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ

  �2, �(#2 �'+#/  

:ŠƯƺƬƘƯ
 ÖƺŤƀƯ  ƖƐƤƿ  ƽŸƫř  ƮǀƤŤƀưƫř
 Ʊƺƨƿ ¬ƶǀƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ Ǉƹ

 .ƽƺŤƀưƫř řŸƷ ƼƬƗ ÔǈŗŚƯ

:ŠƯƺƬƘƯ
N

MLπ

 N ŠƐƤƴƫř Ʋǀŝ ŶƘŞƫř ƺƷ NM
.π  ƽƺŤƀưƫřƹ

 Ʋǀŝ ŠƟŚƀƯ źƈƣŏ ƺƷ ŶƘŞƫř řŸƷ
.ƽƺŤƀưƫř  ƾƟ  ŠƐƤƳ  ƽŏƹ  N

�M L π

1	�

تعريف

1�73ÖƺŤƀƯ ƖƯ ƮǀƤŤƀƯ ŶƯŚƘţ
�#.-#+"'!1)�. �'+# �'0& � �)�+#

ƂƣŚƴŤƳƹ źƨƠƳ ŚƴƗŵ
في المكÉعب المقابل�

���A متعامدين® هل   �
���A متعامدين® هل    

�

AD

B

�

H�

C

���� متعامدين®  هل   !
سمّ زوجين من المستقيمات المتعامدة�  "

�+%)# �#02##+ �2, �(#2 �'+#/  ƲǀƠƫŚŴŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ Ʋǀŝ Šƿƹřżƫř

.źųǂƫ ÖŻřƺƯƹ ƶƫ ÖƖƏŚƣ ÖƮǀƤŤƀƯ ƽŏ ƖƯ ŚưƷŶůŏ ŚƸƘƴƈƿ ƾŤƫř Šƿƹřżƫř ƾƷ ƲǀƠƫŚŴŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ Ʋǀŝ Šƿƹřżƫř

�
�

�

� �مستقيمان متخالفان في الفضاء�  � �
� نأųذ النقطة N على أحد المستقيمين وليكن 
N� � �� � � � � � � �

� � � هي إحدƻ الزوايا الناتجة عن تقاطع  � الزاوية بين المستقيمين 
� � şŵŚŰƫř Šƿƹřżƫř بين المستقيمين �

N ع النقطةƣلا تتأثر الزاوية بتغير مو :ŠƔůǈƯ

ŜƿŹŶţ
في المكعب المرسوم في فقرة (دعنا نفكر ونتناƂƣ)، أوجد ƣياŽ الزاوية بين�

�  ����    ����
!  ����  "  �� ��
#  �� ��

ƞƿźƘţ
 ƾƟ ŠƘƣřƺƫř šŚưǀƤŤƀưƫř Ɩǀưū ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ �  ƱŚƧ řŷœ π  ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ � ƮǀƤŤƀưƫř Ʊƺƨƿ

� π=  : Éŝ ƦƫŸƫ żƯźƿƹ π

ƮƬƘŤţ Ɲƺſ
•  Ʋǀŝ Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ 

.ƲǀƠƫŚŴŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ
• . ÖƺŤƀƯ ƖƯ ƮǀƤŤƀƯ ŶƯŚƘţ
• :šŚŰƬƐƈưƫřƹ šřŵźƠưƫř
• ƽŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ

�#.-#+"'!1)�. �'+#  
• ƲǀƠƫŚŴŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ

  �2, �(#2 �'+#/  

:ŠƯƺƬƘƯ
 ÖƺŤƀƯ  ƖƐƤƿ  ƽŸƫř  ƮǀƤŤƀưƫř
 Ʊƺƨƿ ¬ƶǀƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ Ǉƹ

 .ƽƺŤƀưƫř řŸƷ ƼƬƗ ÔǈŗŚƯ

:ŠƯƺƬƘƯ
N

MLπ

 N ŠƐƤƴƫř Ʋǀŝ ŶƘŞƫř ƺƷ NM
.π  ƽƺŤƀưƫřƹ

 Ʋǀŝ ŠƟŚƀƯ źƈƣŏ ƺƷ ŶƘŞƫř řŸƷ
.ƽƺŤƀưƫř  ƾƟ  ŠƐƤƳ  ƽŏƹ  N

�M L π

1	�

l π عمودي على  �نقول أيضًا إن 

�

�



π

 lπ =  � Éونرمز لذلك ب
والعكž صحيح ، 

π  ƽƺŤƀưƫř ƾƟ šŚưǀƤŤƀưƫř ƪƧ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ l ƱŔƟ l π=  ƱŚƧ řŷŔƟ
AD

B

�H

� �

C

 

(5) ŠƿźƔƳ
.ŚưƸƿƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ ƲǀƘƏŚƤŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ ƼƬƗ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř

 )� ���H  
�

��

� �



π
 

(2) ŠŬǀŤƳ
 řŸƷ  Ƽƫœ  ƾưŤƴţ  ŠƐƤƳ  ƲƯ  ƭƺƬƘƯ  ƮǀƤŤƀƯ  ƼƬƗ  ŠƿŵƺưƘƫř  šŚưǀƤŤƀưƫř  Ɩǀưū

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ şřƺŤŰƯ Ʊƺƨţ ƮǀƤŤƀưƫř

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ABC  ŦƬŨưƫř ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
. ABC

D

CB

A

 �W  ƾƟ ƮŗŚƣ DBC  ŦƬŨưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

:šŚǀƐƘưƫř
�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř

ABC
:śƺƬƐưƫř

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř Ʊŏ šŚŞŧœ
:ƱŚƷźŞƫř

 �ABC BC ABC   (ƼƐƘƯ)
 BC  (1)   (ƞƿźƘţ)

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř  

1	1

l π عمودي على  �نقول أيضًا إن 

�

�



π

 lπ  � Éونرمز لذلك ب
والعكž صحيح ، 

π  ƽƺŤƀưƫř ƾƟ šŚưǀƤŤƀưƫř ƪƧ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ l ƱŔƟ l π  ƱŚƧ řŷŔƟ
AD

B

�H

� �

C

 

(5) ŠƿźƔƳ
.ŚưƸƿƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ ƲǀƘƏŚƤŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ ƼƬƗ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř

 
,

( )� ���HGF GH

CG GF CG GH
CG&

k

= =
=

= " , 3  
�

��

� �



π
 

(2) ŠŬǀŤƳ
 řŸƷ  Ƽƫœ  ƾưŤƴţ  ŠƐƤƳ  ƲƯ  ƭƺƬƘƯ  ƮǀƤŤƀƯ  ƼƬƗ  ŠƿŵƺưƘƫř  šŚưǀƤŤƀưƫř  Ɩǀưū

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ şřƺŤŰƯ Ʊƺƨţ ƮǀƤŤƀưƫř

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ABC  ŦƬŨưƫř ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
. ABC

D

CB

A

 �W  ƾƟ ƮŗŚƣ DBC  ŦƬŨưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

:šŚǀƐƘưƫř
�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř

ABC
:śƺƬƐưƫř

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř Ʊŏ šŚŞŧœ
:ƱŚƷźŞƫř

 �ABC BC ABC   (ƼƐƘƯ)
 BC  (1)   (ƞƿźƘţ)

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř  

1	1

l π عمودي على  �نقول أيضًا إن 

�

�



π

 lπ  � Éونرمز لذلك ب
والعكž صحيح ، 

π  ƽƺŤƀưƫř ƾƟ šŚưǀƤŤƀưƫř ƪƧ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ l ƱŔƟ l π  ƱŚƧ řŷŔƟ
AD

B

�H

� �

C

 

(5) ŠƿźƔƳ
.ŚưƸƿƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ ƲǀƘƏŚƤŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ ƼƬƗ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř

 )� ���H  
�

��

� �



π
 

(2) ŠŬǀŤƳ
 řŸƷ  Ƽƫœ  ƾưŤƴţ  ŠƐƤƳ  ƲƯ  ƭƺƬƘƯ  ƮǀƤŤƀƯ  ƼƬƗ  ŠƿŵƺưƘƫř  šŚưǀƤŤƀưƫř  Ɩǀưū

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ şřƺŤŰƯ Ʊƺƨţ ƮǀƤŤƀưƫř

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ABC  ŦƬŨưƫř ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
. ABC

D

CB

A

 �W  ƾƟ ƮŗŚƣ DBC  ŦƬŨưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

:šŚǀƐƘưƫř
�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř

ABC
:śƺƬƐưƫř

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř Ʊŏ šŚŞŧœ
:ƱŚƷźŞƫř

 �ABC BC ABC   (ƼƐƘƯ)
 BC  (1)   (ƞƿźƘţ)

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř  

1	1
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l π عمودي على  �نقول أيضًا إن 

�

�



π

 lπ  � Éونرمز لذلك ب
والعكž صحيح ، 

π  ƽƺŤƀưƫř ƾƟ šŚưǀƤŤƀưƫř ƪƧ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ l ƱŔƟ l π  ƱŚƧ řŷŔƟ
AD

B
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� �

C

 

(5) ŠƿźƔƳ
.ŚưƸƿƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ ƲǀƘƏŚƤŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ ƼƬƗ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř

 )� ���H  
�

��

� �



π
 

(2) ŠŬǀŤƳ
 řŸƷ  Ƽƫœ  ƾưŤƴţ  ŠƐƤƳ  ƲƯ  ƭƺƬƘƯ  ƮǀƤŤƀƯ  ƼƬƗ  ŠƿŵƺưƘƫř  šŚưǀƤŤƀưƫř  Ɩǀưū

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ şřƺŤŰƯ Ʊƺƨţ ƮǀƤŤƀưƫř

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ABC  ŦƬŨưƫř ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
. ABCAD = ^ h

D

CB

A

 �W  ƾƟ ƮŗŚƣ DBC  ŦƬŨưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

:šŚǀƐƘưƫř
�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř

ABC
:śƺƬƐưƫř

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř Ʊŏ šŚŞŧœ
:ƱŚƷźŞƫř

 �ABC BC ABC   (ƼƐƘƯ)
 BC  (1)   (ƞƿźƘţ)

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř  

1	1

مثال 1
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π  ƽƺŤƀưƫř ƾƟ šŚưǀƤŤƀưƫř ƪƧ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ l ƱŔƟ l π  ƱŚƧ řŷŔƟ
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� �
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(5) ŠƿźƔƳ
.ŚưƸƿƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ ƲǀƘƏŚƤŤƯ ƲǀưǀƤŤƀƯ ƼƬƗ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř
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(2) ŠŬǀŤƳ
 řŸƷ  Ƽƫœ  ƾưŤƴţ  ŠƐƤƳ  ƲƯ  ƭƺƬƘƯ  ƮǀƤŤƀƯ  ƼƬƗ  ŠƿŵƺưƘƫř  šŚưǀƤŤƀưƫř  Ɩǀưū

.ƭƺƬƘưƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ şřƺŤŰƯ Ʊƺƨţ ƮǀƤŤƀưƫř

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ABC  ŦƬŨưƫř ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
. ABC

D

CB

A

 �W  ƾƟ ƮŗŚƣ DBC  ŦƬŨưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ
:ƪŰƫř

:šŚǀƐƘưƫř
�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř

ABC
:śƺƬƐưƫř

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř Ʊŏ šŚŞŧœ
:ƱŚƷźŞƫř

 �ABC BC ABC   (ƼƐƘƯ)
 BC  (1)   (ƞƿźƘţ)

�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř  

1	1

 BC AB    (2)
ƱŚƘƏŚƤŤƯ AD AB  ƱŚưǀƤŤƀưƫř    

(3)  ABD  ƽƺŤƀưƫř ƱŚƴǀƘƿ    
BC ABD  (3), (2), (1) ƲƯ                                                                              

 BD ABD
 BC BD    (ƞƿźƘţ)

.W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř    

�

�

C

B

�
H

D

A

 ¬ƪŝŚƤưƫř ŜƘƨưƫř ƶŞƃ ƾƟ  1
.�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��H ŦƬŨưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�

π

π

 

(6) ŠƿźƔƳ
.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƱŚƳƺƨƿ ŚưƸƳŔƟ ƲǀƠƬŤŴƯ ƲǀƿƺŤƀƯ ƲƯ ĲƪƧ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ ƱŚƧ řŷœ

�� �π π π π2 21 1   

(7) ŠƿźƔƳ
.źųǁř ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ ƶƳŔƟ ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ Ŷůŏ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ ƱŚƧ řŷœ

�

π π
 �� �π π π π2 21 1   

:ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ

�

A

�
�

C

D

B

 ¬��� ƻƺŤƀưƫř ũŹŚų ŠƐƤƳ �
.ŜǀţźŤƫř ƼƬƗ AB ADAC  šŚƠƈŤƴƯ �, �, � ƍŚƤƴƫřƹ

 AC CB  ƱŚƧ řŷœ
��CD 5=  ¬ ��AC 12=  ¬ ��AD 13=  ƱŚƧƹ

. ��� BCD   :Ʊŏ ŢŞŧŐƟ

1	2

حاول أن تحل  1

 BC AB    (2)
ƱŚƘƏŚƤŤƯ AD AB  ƱŚưǀƤŤƀưƫř    

(3)  ABD  ƽƺŤƀưƫř ƱŚƴǀƘƿ    
BC ABD  (3), (2), (1) ƲƯ                                                                              

 BD ABD
 BC BD    (ƞƿźƘţ)

.W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř    

�

�

C

B

�
H

D

A

 ¬ƪŝŚƤưƫř ŜƘƨưƫř ƶŞƃ ƾƟ  1
.�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��H ŦƬŨưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�

π

π

 

(6) ŠƿźƔƳ
.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƱŚƳƺƨƿ ŚưƸƳŔƟ ƲǀƠƬŤŴƯ ƲǀƿƺŤƀƯ ƲƯ ĲƪƧ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ ƱŚƧ řŷœ

�� �π π π π2 21 1   

(7) ŠƿźƔƳ
.źųǁř ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ ƶƳŔƟ ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ Ŷůŏ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ ƱŚƧ řŷœ

�

π π
 �� �π π π π2 21 1   

:ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ

�

A

�
�

C

D

B

 ¬��� ƻƺŤƀưƫř ũŹŚų ŠƐƤƳ �
.ŜǀţźŤƫř ƼƬƗ AB ADAC  šŚƠƈŤƴƯ �, �, � ƍŚƤƴƫřƹ

 AC CB  ƱŚƧ řŷœ
��CD 5=  ¬ ��AC 12=  ¬ ��AD 13=  ƱŚƧƹ

. ��� BCD   :Ʊŏ ŢŞŧŐƟ
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كراسة التمارين

��

ÖƺŤƀƯ ƖƯ ƮǀƤŤƀƯ ŶƯŚƘţ
Perpendicular Line with a Plane

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ ! ŠƗƺưŬưƫř

ًّا�على�المستوي® متى�يكون�المستقيم�عمودي �	a
  	1

ًّا�على�مستو� ارسم�مستقيمًا�عمودي �	b
 �

C

'
$

(

B

&

%

A

)'&%$�ABCشبه�مكعّب�� �	�

سمّ�المستقيمات�المتعامدة�مع� �	a
 �

� سمّ�المستويات�المتعامدة�مع� �	b
 �
C'(عمودي�على�المستوي�� أثبت�أن� �	c
 �

$�ABCهرم�ثلاثي�القاعدة� �	�


C

$B -

A

�AD AB= �،CD CB= �
DB النقطة�-�منتصف� �
AMCBD = ^ hأثبت�أن�� �	a
 �

D ACB = استنت�Ūأن�� �	b
 �

B

C

-

A
/

�	ABC
�متعامد�مع� �ABCمثلث�متطابق�الأضلاع�مركزه�/،�� �	�

أثبت�أن�� �


� π 
�π �عمودي�على�المستوي� في�الشكل�المقابل،� �	�

A

& $
%

BC

/

/

� ،�&�منتصف� فŔذا�كانت�$�منتصف� �
π / أثبت�أن�� �

Ûن ĳتمر
��¥�

 BC AB    (2)
ƱŚƘƏŚƤŤƯ AD AB  ƱŚưǀƤŤƀưƫř    

(3)  ABD  ƽƺŤƀưƫř ƱŚƴǀƘƿ    
BC ABD  (3), (2), (1) ƲƯ                                                                              

 BD ABD
 BC BD    (ƞƿźƘţ)

.W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř    

�

�

C

B

�
H

D

A

 ¬ƪŝŚƤưƫř ŜƘƨưƫř ƶŞƃ ƾƟ  1
.�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��H ŦƬŨưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�

π 1

π2

 

(6) ŠƿźƔƳ
.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƱŚƳƺƨƿ ŚưƸƳŔƟ ƲǀƠƬŤŴƯ ƲǀƿƺŤƀƯ ƲƯ ĲƪƧ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ ƱŚƧ řŷœ

�� �π π π π(= = '2 21 1   

(7) ŠƿźƔƳ
.źųǁř ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ ƶƳŔƟ ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ Ŷůŏ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ ƱŚƧ řŷœ

�

π 1 π2

 �� �π π π π(= =' 2 21 1   

:ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ

�

A

�
�

C

D

B

 ¬��� ƻƺŤƀưƫř ũŹŚų ŠƐƤƳ �
.ŜǀţźŤƫř ƼƬƗ AB ADAC  šŚƠƈŤƴƯ �, �, � ƍŚƤƴƫřƹ

 AC CB  ƱŚƧ řŷœ
��CD 5=  ¬ ��AC 12=  ¬ ��AD 13=  ƱŚƧƹ

. ��� BCD   :Ʊŏ ŢŞŧŐƟ
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كراسة التمارين

��

ÖƺŤƀƯ ƖƯ ƮǀƤŤƀƯ ŶƯŚƘţ
Perpendicular Line with a Plane

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ ! ŠƗƺưŬưƫř

ًّا�على�المستوي® متى�يكون�المستقيم�عمودي �	a
  	1

ًّا�على�مستو� ارسم�مستقيمًا�عمودي �	b
 �

C

'
$

(

B

&

%

A

)'&%$�ABCشبه�مكعّب�� �	�

AE سمّ�المستقيمات�المتعامدة�مع� �	a
 �
�AE سمّ�المستويات�المتعامدة�مع� �	b
 �

C'(عمودي�على�المستوي��AD أثبت�أن� �	c
 �
$�ABCهرم�ثلاثي�القاعدة� �	�


C

$B -

A

� �، �
النقطة�-�منتصف� �
أثبت�أن�� �	a
 �
استنت�Ūأن�� �	b
 �

B

C

-

A
/

�	ABC
�متعامد�مع� �ABCمثلث�متطابق�الأضلاع�مركزه�/،�� �	�

أثبت�أن�� �


� π 
�π �عمودي�على�المستوي� في�الشكل�المقابل،� �	�

A

& $
%

BC

/

/

� ،�&�منتصف� فŔذا�كانت�$�منتصف� �
π / أثبت�أن�� �

Ûن ĳتمر
��¥�

 BC AB    (2)
ƱŚƘƏŚƤŤƯ AD AB  ƱŚưǀƤŤƀưƫř    

(3)  ABD  ƽƺŤƀưƫř ƱŚƴǀƘƿ    
BC ABD  (3), (2), (1) ƲƯ                                                                              

 BD ABD
 BC BD    (ƞƿźƘţ)

.W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř    

�

�

C

B

�
H

D

A

 ¬ƪŝŚƤưƫř ŜƘƨưƫř ƶŞƃ ƾƟ  1
.�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��H ŦƬŨưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�
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(6) ŠƿźƔƳ
.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƱŚƳƺƨƿ ŚưƸƳŔƟ ƲǀƠƬŤŴƯ ƲǀƿƺŤƀƯ ƲƯ ĲƪƧ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ ƱŚƧ řŷœ

�� �π π π π2 21 1   

(7) ŠƿźƔƳ
.źųǁř ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ ƶƳŔƟ ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ Ŷůŏ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ ƱŚƧ řŷœ

�

π π
 �� �π π π π2 21 1   

:ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ

�

A

�
�

C

D

B

 ¬��� ƻƺŤƀưƫř ũŹŚų ŠƐƤƳ �
.ŜǀţźŤƫř ƼƬƗ , ,AB ADAC  šŚƠƈŤƴƯ �, �, � ƍŚƤƴƫřƹ

 AC CB=  ƱŚƧ řŷœ
��CD 5=  ¬ ��AC 12=  ¬ ��AD 13=  ƱŚƧƹ

. ��� BCD'^ ^h h  :Ʊŏ ŢŞŧŐƟ

1	2

مثال 2

 BC AB    (2)
ƱŚƘƏŚƤŤƯ AD AB  ƱŚưǀƤŤƀưƫř    

(3)  ABD  ƽƺŤƀưƫř ƱŚƴǀƘƿ    
BC ABD  (3), (2), (1) ƲƯ                                                                              

 BD ABD
 BC BD    (ƞƿźƘţ)

.W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř    
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C

B
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H

D

A

 ¬ƪŝŚƤưƫř ŜƘƨưƫř ƶŞƃ ƾƟ  1
.�W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��H ŦƬŨưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ  

�

π

π

 

(6) ŠƿźƔƳ
.ƲǀƿŻřƺŤƯ ƱŚƳƺƨƿ ŚưƸƳŔƟ ƲǀƠƬŤŴƯ ƲǀƿƺŤƀƯ ƲƯ ĲƪƧ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ ƱŚƧ řŷœ

�� �π π π π2 21 1   

(7) ŠƿźƔƳ
.źųǁř ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ Ʊƺƨƿ ƶƳŔƟ ƲǀƿŻřƺŤƯ ƲǀƿƺŤƀƯ Ŷůŏ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀƯ ƱŚƧ řŷœ

�

π π
 �� �π π π π2 21 1   

:ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
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A
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C

D

B

 ¬��� ƻƺŤƀưƫř ũŹŚų ŠƐƤƳ �
.ŜǀţźŤƫř ƼƬƗ AB ADAC  šŚƠƈŤƴƯ �, �, � ƍŚƤƴƫřƹ

 AC CB  ƱŚƧ řŷœ
��CD 5=  ¬ ��AC 12=  ¬ ��AD 13=  ƱŚƧƹ

. ��� BCD   :Ʊŏ ŢŞŧŐƟ
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حاول أن تحل  2

:ƪŰƫř
:šŚǀƐƘưƫř

AD  ƞƈŤƴƯ � ¬ AC  ƞƈŤƴƯ � ¬ AB  ƞƈŤƴƯ �
�� � �� � ��AD AC CD13 12 5= = =

:śƺƬƐưƫř
��� BCD  :Ʊŏ šŚŞŧœ

:ƱŚƷźŞƫř
:ACD  ƾƟ

 AC CD 12 5 16�2 2 22
� � =  (1)

 AD 13 16�2 2
= =    (2)

.� ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƣ ACD  Ʊŏ ŶŬƳ (1), (2) ƲƯ
 AC CD
 AC CB  Ʋƨƫƹ    (ƼƐƘƯ)

ƱŚƘƏŚƤŤƯ �CD CB  Ʊœ Ŧǀůƹ  
 AC     (5 ŠƿźƔƳ)

ABC  ƾƟ
 ƞƈŤƴƯ � ¬  ƞƈŤƴƯ 

 �� CB
� BCA ��º=W   Ʋƨƫƹ  

 � A �� ��º=W
 ƪŨưƫŚŝƹ  

A�
 AC  (4)  :Ʊŏ ƽŏ

  (6) ŠƿźƔƳ  :Ʊŏ ŪŤƴƿ (3), (4) ƲƯ  
B

A

�

�
C

D

 :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  2
ƱǈǀƐŤƀƯ ����, ����  

A�D B�C'^ ^h h :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

:źƧŸţ
 ƾƘŝźƯ  ƕƺưŬƯ  ƱŚƧ  řŷœ  
 ŦƬŨƯ  ƾƟ  ƲǀƘƬƋ  ƾƫƺƏ
 ŦƫŚŨƫř ƖƬƌƫř ƖŝźƯ ƽƹŚƀƿ
 ƮŗŚƣ Ʊƺƨƿ ŦƬŨưƫř řŸƷ ƱŔƟ

.Šƿƹřżƫř
 ŠưǀƤŤƀưƫř ŠƘƐƤƫř   

 ƾƠƈŤƴƯ Ʋǀŝ ŠƬƇřƺƫř
 ƽŻřƺţ ŦƬŨƯ ƾƟ ƲǀƘƬƋ

.ŦƫŚŨƫř ƖƬƌƫř

:ŠƯƺƬƘƯ
 ƖƏŚƤţ ŠƐƤƳ ƺƷ Ɩŝźưƫř żƧźƯ

 .ŠƿźƐƣ
 ƢŝŚƐŤưƫř  ŦƬŨưƫř  żƧźƯ
 ƾƣǈţ  ŠƐƤƳ  ƾƷ  ƕǈƋǃř

 .ƶƗǈƋŏ ŹƹŚŰƯ
A

B C

:źƧŸţ
 Šƿƹřżƫř ƮŗŚƣ ABC  ƱŚƧ řŷœ

 ƽŵƺưƘƫř ƎƤƀưƫř H ƹ �
:ƱŔƟ  ƼƬƗ � É Ùƫ

BH BC2  
AC CH CB2  
AH BH CH2  

CB

A

H

1		

:ƪŰƫř
:šŚǀƐƘưƫř

AD  ƞƈŤƴƯ � ¬ AC  ƞƈŤƴƯ � ¬ AB  ƞƈŤƴƯ �
�� � �� � ��AD AC CD13 12 5= = =

:śƺƬƐưƫř
��� BCD  :Ʊŏ šŚŞŧœ

:ƱŚƷźŞƫř
:ACD  ƾƟ

 AC CD 12 5 16�2 2 22
� � =  (1)

 AD 13 16�2 2
= =    (2)

.� ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƣ ACD  Ʊŏ ŶŬƳ (1), (2) ƲƯ
 AC CD
 AC CB  Ʋƨƫƹ    (ƼƐƘƯ)

ƱŚƘƏŚƤŤƯ �CD CB  Ʊœ Ŧǀůƹ  
 AC     (5 ŠƿźƔƳ)

ABC  ƾƟ
 ƞƈŤƴƯ � ¬  ƞƈŤƴƯ 

 �� CB
� BCA ��º=W   Ʋƨƫƹ  

 � A �� ��º=W
 ƪŨưƫŚŝƹ  

A�
 AC  (4)  :Ʊŏ ƽŏ

  (6) ŠƿźƔƳ  :Ʊŏ ŪŤƴƿ (3), (4) ƲƯ  
B

A

�

�
C

D

 :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  2
ƱǈǀƐŤƀƯ ����, ����  

A�D B�C  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

:źƧŸţ
 ƾƘŝźƯ  ƕƺưŬƯ  ƱŚƧ  řŷœ  
 ŦƬŨƯ  ƾƟ  ƲǀƘƬƋ  ƾƫƺƏ
 ŦƫŚŨƫř ƖƬƌƫř ƖŝźƯ ƽƹŚƀƿ
 ƮŗŚƣ Ʊƺƨƿ ŦƬŨưƫř řŸƷ ƱŔƟ

.Šƿƹřżƫř
 ŠưǀƤŤƀưƫř ŠƘƐƤƫř   

 ƾƠƈŤƴƯ Ʋǀŝ ŠƬƇřƺƫř
 ƽŻřƺţ ŦƬŨƯ ƾƟ ƲǀƘƬƋ

.ŦƫŚŨƫř ƖƬƌƫř

:ŠƯƺƬƘƯ
 ƖƏŚƤţ ŠƐƤƳ ƺƷ Ɩŝźưƫř żƧźƯ

 .ŠƿźƐƣ
 ƢŝŚƐŤưƫř  ŦƬŨưƫř  żƧźƯ
 ƾƣǈţ  ŠƐƤƳ  ƾƷ  ƕǈƋǃř

 .ƶƗǈƋŏ ŹƹŚŰƯ
A

B C

:źƧŸţ
 Šƿƹřżƫř ƮŗŚƣ ABC  ƱŚƧ řŷœ

 ƽŵƺưƘƫř ƎƤƀưƫř H ƹ �
:ƱŔƟ  ƼƬƗ � É Ùƫ
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ÖƺŤƀƯ ƖƯ ƮǀƤŤƀƯ ŶƯŚƘţ
Perpendicular Line with a Plane

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ ! ŠƗƺưŬưƫř

ًّا�على�المستوي® متى�يكون�المستقيم�عمودي �	a
  	1

ًّا�على�مستو� ارسم�مستقيمًا�عمودي �	b
 �

C

'
$

(

B

&

%

A

)'&%$�ABCشبه�مكعّب�� �	�

سمّ�المستقيمات�المتعامدة�مع� �	a
 �

� سمّ�المستويات�المتعامدة�مع� �	b
 �
C'(عمودي�على�المستوي�� أثبت�أن� �	c
 �

$�ABCهرم�ثلاثي�القاعدة� �	�


C

$B -

A

� �، �
النقطة�-�منتصف� �
أثبت�أن�� �	a
 �
استنت�Ūأن�� �	b
 �

B

C

-

A
/

�	ABC
�متعامد�مع� �ABCمثلث�متطابق�الأضلاع�مركزه�/،�� �	�

أثبت�أن�� �

AD DE= 
� πDE 1
1

�π
2
�ABعمودي�على�المستوي� في�الشكل�المقابل،� �	�


A

& $
%

BC

1/

2/

�AC AB،�&�منتصف� فŔذا�كانت�$�منتصف� �
π ' /21 أثبت�أن�� �

Ûن ĳتمر
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B

D
5 ��

2 ��

C

A

π2

π1

 � � �Aπ π π π π1 1 12 2  ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
��� ƽƺŤƀưƫř ƾƟ �C  :ƮſŹ

� ��DC��AD 25= =  :ƱŚƧ řŷœ
�� :Ŷūƹŏ

:ƪŰƫř
:šŚǀƐƘưƫř

� �π π π1 12

��� ��AD DC5 2= =

:śƺƬƐưƫř
�� ŵŚŬƿœ

:ƱŚƷźŞƫř
     �π π π21 1

     π2    (7 ŠƿźƔƳ)
π2  ƾƟ ƮǀƤŤƀƯ ƪƧ ƼƬƗ ƽŵƺưƗ  

     π2
     

� ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƤƫř ��� ŦƬŨưƫř ƾƟ  
     
     AD DC2

=

  5 2 1�= =

  1� ��BD =

π π21  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  3
¬π1  ƾƟ ƱŚŤƐƤƳ �, �  

A

CD

B
π

π

 Ŷůřƹ ƻƺŤƀƯ ƾƟ  �, �, �, � :Ŧǀů π2  ƾƟ ƱŚŤƐƤƳ �, �  
AD π2   ,  BC π2  
.ƪǀƐŤƀƯ ���� Ʊŏ ŢŞŧŏ  

1	


مثال 3

B

D
5 ��

2 ��

C

A

π2

π1

 � � �AB BCAπ π π π π=' ! 11 1 12 2  ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
��� ƽƺŤƀưƫř ƾƟ BD �C=  :ƮſŹ

� ��DC��AD 25= =  :ƱŚƧ řŷœ
�� :Ŷūƹŏ

:ƪŰƫř
:šŚǀƐƘưƫř

� �π π π1 12

��� ��AD DC5 2= =

:śƺƬƐưƫř
�� ŵŚŬƿœ

:ƱŚƷźŞƫř
     �π π π21 1

     π2    (7 ŠƿźƔƳ)
π2  ƾƟ ƮǀƤŤƀƯ ƪƧ ƼƬƗ ƽŵƺưƗ  

     π2
     

� ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƤƫř ��� ŦƬŨưƫř ƾƟ  
     
     AD DC2

=

  5 2 1�= =

  1� ��BD =

π π21  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  3
¬π1  ƾƟ ƱŚŤƐƤƳ �, �  

A

CD

B
π

π

 Ŷůřƹ ƻƺŤƀƯ ƾƟ  �, �, �, � :Ŧǀů π2  ƾƟ ƱŚŤƐƤƳ �, �  
AD π2   ,  BC π2  
.ƪǀƐŤƀƯ ���� Ʊŏ ŢŞŧŏ  

1	


� �

π

 

(8) ŠƿźƔƳ
.ƱŚƿŻřƺŤƯ ÖƺŤƀƯ ƼƬƗ ƱŚƿŵƺưƘƫř ƱŚưǀƤŤƀưƫř

�� � � �π π (= = '   

(�) ŠƿźƔƳ
.Ś Ôƌƿŏ ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ źųǁř ƮǀƤŤƀưƫř ƱŚƧ ÖƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ŚưƷŶůŏ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƻŻřƺţ řŷœ

�� � � �π π(= ='   

AB BCD  ƱŚƧ řŷœ ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
C

�

�

D

B

A

��
��

�� ��  � � ��� �� �� ��C� �A C� �B3 6 2 �= = = =  ƱŚƧƹ
�� DB  :Ʊŏ ŢŞŧŏ

:ƪŰƫř
AB BCD  :šŚǀƐƘưƫř

� � ��� �� �� ��C� �A C� �B3 6 2 �= = = =   
:śƺƬƐưƫř

�� BD  Ʊŏ šŚŞŧœ
ABC   Ŷǀůƹ ƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ    ƱŚƘƏŚƤŤƯ �CA AB   :ƱŚƷźŞƫř

:��� ŦƬŨưƫř ƾƟ    
 �A

C�

�B
C�

6
3

2
1

�
2

2
1

= =

= =

 �� AB      žǀƫŚƏ ŠƿźƔƳ

 
(1)

AB CBD
�� CBD  ŠƿźƔƳ

 (2)DB CBD
 :Ʊŏ ŪŤƴŤƀƳ (1), (2) ƲƯ  

  �� DB  ƞƿźƘţ
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 � � �Aπ π π π π1 1 12 2  ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
��� ƽƺŤƀưƫř ƾƟ �C  :ƮſŹ

� ��DC��AD 25= =  :ƱŚƧ řŷœ
�� :Ŷūƹŏ

:ƪŰƫř
:šŚǀƐƘưƫř

� �π π π1 12

��� ��AD DC5 2= =

:śƺƬƐưƫř
�� ŵŚŬƿœ

:ƱŚƷźŞƫř
     �π π π21 1

     π2    (7 ŠƿźƔƳ)
π2  ƾƟ ƮǀƤŤƀƯ ƪƧ ƼƬƗ ƽŵƺưƗ  

     π2
     

� ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƤƫř ��� ŦƬŨưƫř ƾƟ  
     
     AD DC2

=

  5 2 1�= =

  1� ��BD =

π π21  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  3
¬π1  ƾƟ ƱŚŤƐƤƳ �, �  

A

CD

B
π1

π2

 Ŷůřƹ ƻƺŤƀƯ ƾƟ  �, �, �, � :Ŧǀů π2  ƾƟ ƱŚŤƐƤƳ �, �  
AD π2   ,  BC π2  
.ƪǀƐŤƀƯ ���� Ʊŏ ŢŞŧŏ  
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π2

π1

 � � �Aπ π π π π1 1 12 2  ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
��� ƽƺŤƀưƫř ƾƟ �C  :ƮſŹ

� ��DC��AD 25= =  :ƱŚƧ řŷœ
�� :Ŷūƹŏ

:ƪŰƫř
:šŚǀƐƘưƫř

� �π π π1 12

��� ��AD DC5 2= =

:śƺƬƐưƫř
�� ŵŚŬƿœ

:ƱŚƷźŞƫř
     �π π π21 1

     π2    (7 ŠƿźƔƳ)
π2  ƾƟ ƮǀƤŤƀƯ ƪƧ ƼƬƗ ƽŵƺưƗ  

     π2
     

� ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƤƫř ��� ŦƬŨưƫř ƾƟ  
     
     AD DC2

=

  5 2 1�= =

  1� ��BD =

π π' 21  :ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  3
¬π1  ƾƟ ƱŚŤƐƤƳ �, �  

A

CD

B
π

π

 Ŷůřƹ ƻƺŤƀƯ ƾƟ  �, �, �, � :Ŧǀů π2  ƾƟ ƱŚŤƐƤƳ �, �  
AD π= 2   ,  BC π= 2  
.ƪǀƐŤƀƯ ���� Ʊŏ ŢŞŧŏ  

1	


حاول أن تحل  3

� �

π

 

(8) ŠƿźƔƳ
.ƱŚƿŻřƺŤƯ ÖƺŤƀƯ ƼƬƗ ƱŚƿŵƺưƘƫř ƱŚưǀƤŤƀưƫř

�� � � �π π   

(�) ŠƿźƔƳ
.Ś Ôƌƿŏ ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ źųǁř ƮǀƤŤƀưƫř ƱŚƧ ÖƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ŚưƷŶůŏ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƻŻřƺţ řŷœ

�� � � �π π   

AB BCD= ^ h ƱŚƧ řŷœ ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
C

�

�

D

B

A

��
��

�� ��  � � ��� �� �� ��C� �A C� �B3 6 2 �= = = =  ƱŚƧƹ
�� DB=  :Ʊŏ ŢŞŧŏ

:ƪŰƫř
AB BCD  :šŚǀƐƘưƫř

� � ��� �� �� ��C� �A C� �B3 6 2 �= = = =   
:śƺƬƐưƫř

�� BD  Ʊŏ šŚŞŧœ
ABC   Ŷǀůƹ ƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ    ƱŚƘƏŚƤŤƯ �CA AB   :ƱŚƷźŞƫř

:��� ŦƬŨưƫř ƾƟ    
 �A

C�

�B
C�

6
3

2
1

�
2

2
1

= =

= =

 �� AB      žǀƫŚƏ ŠƿźƔƳ

 
(1)

AB CBD
�� CBD  ŠƿźƔƳ

 (2)DB CBD
 :Ʊŏ ŪŤƴŤƀƳ (1), (2) ƲƯ  

  �� DB  ƞƿźƘţ
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(8) ŠƿźƔƳ
.ƱŚƿŻřƺŤƯ ÖƺŤƀƯ ƼƬƗ ƱŚƿŵƺưƘƫř ƱŚưǀƤŤƀưƫř

�� � � �π π   

(�) ŠƿźƔƳ
.Ś Ôƌƿŏ ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ źųǁř ƮǀƤŤƀưƫř ƱŚƧ ÖƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ ŚưƷŶůŏ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƻŻřƺţ řŷœ

�� � � �π π   

AB BCD  ƱŚƧ řŷœ ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
C

�

�

D

B

A

��3
��6

��2 ��4  � � ��� �� �� ��C� �A C� �B3 6 2 �= = = =  ƱŚƧƹ
�� DB  :Ʊŏ ŢŞŧŏ

:ƪŰƫř
AB BCD  :šŚǀƐƘưƫř

� � ��� �� �� ��C� �A C� �B3 6 2 �= = = =   
:śƺƬƐưƫř

�� BD  Ʊŏ šŚŞŧœ
ABC   Ŷǀůƹ ƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ    ƱŚƘƏŚƤŤƯ �CA AB   :ƱŚƷźŞƫř

:��� ŦƬŨưƫř ƾƟ    
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= =

 �� AB      žǀƫŚƏ ŠƿźƔƳ
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AB CBD
�� CBD  ŠƿźƔƳ

 (2)DB CBD
 :Ʊŏ ŪŤƴŤƀƳ (1), (2) ƲƯ  

  �� DB  ƞƿźƘţ
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كراسة التمارين

��

�فŔذا�كان� �هرم�ثلاثي�القاعدة�حيث� في�الشكل�المقابل،� �	�

، �، �، �

�عمودي�على� أثبت�أن� �

A

B

- 0
.

C

$  

� �ũارų�3نقطة��
 في�الشكل�المقابل،� �	�

بحيث� �

A

B
&

3

%
C '

� FP FP FPذا�كان��Ŕف �
أثبت�أن�  �

$
/�ويقطعانه�في�&� �CDعموديان�على�المستوي� �
EF ليكن� �	�

�CDFEمستطيل� /��أثبت�أن� �CEيوازي� على�الترتيب��فŔذا�كان� �

�، ًّا�علىكل�من� �عمودي �ABCمثلث،�أųذت�النقطة�$�ųار�ũمستوي�المثلث�بحيث�كان�� �	�

،�أثبت�أن�� ،�.�منتصف� فŔذا�كانت�-�منتصف� �

B

C

%

$

A
�Aائم�الزاوية�في�ƣمثلث��ABC�،في�الشكل�المقابل�	10


�عمودي�على�مستوي�المثلث�ABC،�ورسم� رسم� �
أثبت�أن�  �

، �ƥمربعان�ليسا�في�مستو�واحد،�لهما�ضلع�مشتر�AB,-�،ABC$�	11

أثبت�أن�� �

C $

,

B

-

A �

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ " ŠƗƺưŬưƫř
.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬	1-�
 ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
أسŘلة�التمرينين�
�¥�	،�على�الشكل�المقابل�حيث�&')%$�ABCمكعّب،

& '

()

B-A

$ C
% �� ،�(�منتصف� النقطة�-�منتصف�
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�فŔذا�كان� �هرم�ثلاثي�القاعدة�حيث� في�الشكل�المقابل،� �	�

، �، �، �

�عمودي�على� أثبت�أن� �

A

B

- 0
.

C

$  

� �ũارų�3نقطة��
 في�الشكل�المقابل،� �	�

بحيث� �

A

B
&

3

%
C '

� FP FP FPذا�كان��Ŕف �
أثبت�أن�  �

$
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ƮƬƘŤţ Ɲƺſ
•  Ʋǀŝ Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ 

.(Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř) ƲǀƿƺŤƀƯ

:šŚŰƬƐƈưƫřƹ šřŵźƠưƫř
• �+%)#  ŠƿƹřŻ
• ŠǀūƹŻ ŠƿƹřŻ

�'&#".�) �+%)#  
• Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ

�#�/1.# ,$ �+ �+%)#  

Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř
�&# �'&#".�) �+%)#

 ƂƣŚƴŤƳƹ źƨƠƳ ŚƴƗŵ
هل سبق لك أن تساءلت�

كيف بنى الأƣدمون منازلهم® وكيف أمكنهم بناء جدران   �
متعامدة®

كيف يمكن ƣياŽ الزاوية التي يصنعها أحد أوجه    
®Ɖالأر ƻهرم كبير مع مستو  

كيف يراƣب الأųصائيون ميل برũ بيزا®  !
 ƻمع مستو ũالزاوية التي يصنعها البر Žياƣ وكيف يمكنهم  

®Ɖالأر
كل هذه الأسŘلة تأųذنا لدراسة ƣياسات الزوايا في الفضاء�  

�&# �'&#".�) �+%)#  (Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř) ƲǀƿƺŤƀƯ Ʋǀŝ Šƿƹřżƫř
تعلمت أنه إذا تقاطع مستويان مختلفان في الفضاء فŔنهما يتقاطعان في مستقيم وينتŪ من هذا 

 �ŠǀūƹŻ ŠƿƹřŻ التقاطع أربع زوايا تسمى كل منها
يقسم المستقيم المشترƥ كل مستوƻ إلى نصفين ويسمى 
�ƥźŤƄưƫř ƪƇŚƠƫř أو Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŠƟŚů ƥالمستقيم المشتر
ويسمى كل من نصفي المستويين وجه الزاوية الزوجية�
A� يبينّ الشكلان أدناه زاويتين زوجيتين حافة كل منهما

A

B π1π2

B
π2

π1A

 
�A، أو في حال وجود أكثر من زاوية  نقرأ الزاوية الزوجية بحافتها فنقول الزاوية الزوجية 

π�  ,  , π2 زوجية� 

ŠǀūƹŻ Šƿƹřżƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř :ƞƿźƘţ
.ŚƸŤƟŚů ƼƬƗ ƽŵƺưƗ ÖƺŤƀƯ ƖƯ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ƖƏŚƤţ ƲƯ ŐƄƴţ ƾŤƫř Šƿƹřżƫř ƾƷ
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تعلمت أنه إذا تقاطع مستويان مختلفان في الفضاء فŔنهما يتقاطعان في مستقيم وينتŪ من هذا 

 �ŠǀūƹŻ ŠƿƹřŻ التقاطع أربع زوايا تسمى كل منها
يقسم المستقيم المشترƥ كل مستوƻ إلى نصفين ويسمى 
�ƥźŤƄưƫř ƪƇŚƠƫř أو Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŠƟŚů ƥالمستقيم المشتر
ويسمى كل من نصفي المستويين وجه الزاوية الزوجية�
A� يبينّ الشكلان أدناه زاويتين زوجيتين حافة كل منهما

A

B π1π2

B
π2

π1A

 
�A، أو في حال وجود أكثر من زاوية  نقرأ الزاوية الزوجية بحافتها فنقول الزاوية الزوجية 

π�  ,  , π2 زوجية� 

ŠǀūƹŻ Šƿƹřżƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř :ƞƿźƘţ
.ŚƸŤƟŚů ƼƬƗ ƽŵƺưƗ ÖƺŤƀƯ ƖƯ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ƖƏŚƤţ ƲƯ ŐƄƴţ ƾŤƫř Šƿƹřżƫř ƾƷ

1	


1�74

ƮƬƘŤţ Ɲƺſ
•  Ʋǀŝ Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ 

.(Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř) ƲǀƿƺŤƀƯ

:šŚŰƬƐƈưƫřƹ šřŵźƠưƫř
• �+%)#  ŠƿƹřŻ
• ŠǀūƹŻ ŠƿƹřŻ

�'&#".�) �+%)#  
• Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ

�#�/1.# ,$ �+ �+%)#  

Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř
�&# �'&#".�) �+%)#

 ƂƣŚƴŤƳƹ źƨƠƳ ŚƴƗŵ
هل سبق لك أن تساءلت�

كيف بنى الأƣدمون منازلهم® وكيف أمكنهم بناء جدران   �
متعامدة®

كيف يمكن ƣياŽ الزاوية التي يصنعها أحد أوجه    
®Ɖالأر ƻهرم كبير مع مستو  

كيف يراƣب الأųصائيون ميل برũ بيزا®  !
 ƻمع مستو ũالزاوية التي يصنعها البر Žياƣ وكيف يمكنهم  

®Ɖالأر
كل هذه الأسŘلة تأųذنا لدراسة ƣياسات الزوايا في الفضاء�  

�&# �'&#".�) �+%)#  (Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř) ƲǀƿƺŤƀƯ Ʋǀŝ Šƿƹřżƫř
تعلمت أنه إذا تقاطع مستويان مختلفان في الفضاء فŔنهما يتقاطعان في مستقيم وينتŪ من هذا 

 �ŠǀūƹŻ ŠƿƹřŻ التقاطع أربع زوايا تسمى كل منها
يقسم المستقيم المشترƥ كل مستوƻ إلى نصفين ويسمى 
�ƥźŤƄưƫř ƪƇŚƠƫř أو Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŠƟŚů ƥالمستقيم المشتر
ويسمى كل من نصفي المستويين وجه الزاوية الزوجية�
A� يبينّ الشكلان أدناه زاويتين زوجيتين حافة كل منهما

A

B π1π2

B
π2

π1A

 
�A، أو في حال وجود أكثر من زاوية  نقرأ الزاوية الزوجية بحافتها فنقول الزاوية الزوجية 

π�^  , AB  , π2h زوجية�

ŠǀūƹŻ Šƿƹřżƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř :ƞƿźƘţ
.ŚƸŤƟŚů ƼƬƗ ƽŵƺưƗ ÖƺŤƀƯ ƖƯ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ƖƏŚƤţ ƲƯ ŐƄƴţ ƾŤƫř Šƿƹřżƫř ƾƷ

1	


�şŵŚŰƫř Šƿƹřżƫř Žياƣ ذųزواياها المستوية ودائمًا نأ ƻإحد Žياƣ الزاوية الزوجية هو Žياƣ ويكون

�

1/2/

/

B

L
�

M

ǈيجاد ƣياŽ الزاوية الزوجية نتبع التالي�
•  A� نحدّد حافة الزاوية الزوجية ولتكن 
•  

B π2

π1
A

�
L

M  A� نأųذ نقطة � على حافة الزاوية الزوجية 
•  A� ًّا على  �O عمودي نرسم من � شعاعًا 

π� يكون واƣعًا بتمامه في المستوي   
•  A� ًّا على  	O عمودي نرسم من � شعاعًا 

π� يكون واƣعًا بتمامه في المستوي   

A

B 1/2/

�
LM

فتكون الزاوية L�M تسمى ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř للزاوية الزوجية�   
� 	�
� ƣياŽ الزاوية الزوجية يرمز له بالرمز   

  ونحصل على الزاوية المستوية بقطع الزاوية الزوجية بمستوÖ عمودي على حافتها�

(1) ŜƿŹŶţ
�π π في كل من الأشكال التالية عينّ الزاوية المستوية للزاوية الزوجيةّ بين المستويين 

1
π1

π2

B

�

A




� 2

π1

π2

B

A

C

�
�

��� AB 	� AB
 حافة الزاوية الزوجية �������������������

��π
��π   وكذلك 

   ������������� هي الزاوية المستوية 
π π للزاوية الزوجية بين 

AB CB��
حافة الزاوية الزوجية ��������������������

π�� ��
π  �� وكذلك 

   ����������������� هي الزاوية المستوية 
π π للزاوية الزوجية بين 

:ŠƔůǈƯ
 Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ źǀƜŤƿ Ǉ

 ƼƬƗ �  ƖƣƺƯ źÚǀƜŤŝ

:ŠƯƺƬƘƯ
�&# �3.�*'"  ƭźƸƫř

 ƶƸūƹŏ Ŷůŏ ŭƺƐſ ŵŶƘŤƯ ƺƷ
 ƪƨƃ  ƼƬƗ  (şŶƗŚƤƫř) ƖƬƌƯ
 ¬(... ¬ƖŝźƯ ¬ƪǀƐŤƀƯ ¬ŦƬŨƯ)
 ƾƟ ƾƤŤƬţ šŚŨƬŨƯ ƶūƹǃř ŠǀƤŝƹ
.ƭźƸƫř ŽŏŹ ƾƷ şŶůřƹ ŠƐƤƳ

 ŜƀŰŝ  ƭźƸƫř  Šǀưƀţ  Ʋƨưƿ
.ƶţŶƗŚƣ ƪƨƃ

 ŠƘƐƤƫř ƩƺƏ ƺƷ ƭźƸƫř ƕŚƠţŹř
 ƼŤů ƭźƸƫř ŽŏŹ ƲƯ ŠƿŵƺưƘƫř

.şŶƗŚƤƫř
 ƺƷ (ƪŗŚưƫř) ƾŞƳŚŬƫř ƕŚƠţŹǇř
.ŠǀŞƳŚŬƫř ƶūƹǃř Ŷůŏ ƕŚƠţŹř

ŽŏŹ

ƭźƸƫř şŶƗŚƣ

şŶƗŚƤƫř Ɲźů

 ƾŞƳŚū ƕŚƠţŹř
(ƪŗŚưƫř)

ƕŚƠţŹř

 Ɲźů
ƾŞƳŚū
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�şŵŚŰƫř Šƿƹřżƫř Žياƣ ذųزواياها المستوية ودائمًا نأ ƻإحد Žياƣ الزاوية الزوجية هو Žياƣ ويكون

�

1/2/

/

B

L
�

M

ǈيجاد ƣياŽ الزاوية الزوجية نتبع التالي�
•  A� نحدّد حافة الزاوية الزوجية ولتكن 
•  

B π2

π1
A

�
L

M  A� نأųذ نقطة � على حافة الزاوية الزوجية 
•  A� ًّا على  �O عمودي نرسم من � شعاعًا 

π� يكون واƣعًا بتمامه في المستوي   
•  A� ًّا على  	O عمودي نرسم من � شعاعًا 

π� يكون واƣعًا بتمامه في المستوي   

A

B 1/2/

�
LM

فتكون الزاوية L�M تسمى ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř للزاوية الزوجية�   
( )� 	�
� ƣياŽ الزاوية الزوجية يرمز له بالرمز   

  ونحصل على الزاوية المستوية بقطع الزاوية الزوجية بمستوÖ عمودي على حافتها�

(1) ŜƿŹŶţ
�π π في كل من الأشكال التالية عينّ الزاوية المستوية للزاوية الزوجيةّ بين المستويين 

1
π1

π2

B

�

A




� 2

π1

π2

B

A

C

�
�

��� AB 	� AB
 حافة الزاوية الزوجية �������������������

��π
��π   وكذلك 

   ������������� هي الزاوية المستوية 
π π للزاوية الزوجية بين 

AB CB��
حافة الزاوية الزوجية ��������������������

π�� ��
π  �� وكذلك 

   ����������������� هي الزاوية المستوية 
π π للزاوية الزوجية بين 

:ŠƔůǈƯ
 Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ źǀƜŤƿ Ǉ

 ƼƬƗ �  ƖƣƺƯ źÚǀƜŤŝ

:ŠƯƺƬƘƯ
�&# �3.�*'"  ƭźƸƫř

 ƶƸūƹŏ Ŷůŏ ŭƺƐſ ŵŶƘŤƯ ƺƷ
 ƪƨƃ  ƼƬƗ  (şŶƗŚƤƫř) ƖƬƌƯ
 ¬(... ¬ƖŝźƯ ¬ƪǀƐŤƀƯ ¬ŦƬŨƯ)
 ƾƟ ƾƤŤƬţ šŚŨƬŨƯ ƶūƹǃř ŠǀƤŝƹ
.ƭźƸƫř ŽŏŹ ƾƷ şŶůřƹ ŠƐƤƳ

 ŜƀŰŝ  ƭźƸƫř  Šǀưƀţ  Ʋƨưƿ
.ƶţŶƗŚƣ ƪƨƃ

 ŠƘƐƤƫř ƩƺƏ ƺƷ ƭźƸƫř ƕŚƠţŹř
 ƼŤů ƭźƸƫř ŽŏŹ ƲƯ ŠƿŵƺưƘƫř

.şŶƗŚƤƫř
 ƺƷ (ƪŗŚưƫř) ƾŞƳŚŬƫř ƕŚƠţŹǇř
.ŠǀŞƳŚŬƫř ƶūƹǃř Ŷůŏ ƕŚƠţŹř

ŽŏŹ

ƭźƸƫř şŶƗŚƣ

şŶƗŚƤƫř Ɲźů

 ƾŞƳŚū ƕŚƠţŹř
(ƪŗŚưƫř)

ƕŚƠţŹř

 Ɲźů
ƾŞƳŚū

1	�

تدريب 1

�şŵŚŰƫř Šƿƹřżƫř Žياƣ ذųزواياها المستوية ودائمًا نأ ƻإحد Žياƣ الزاوية الزوجية هو Žياƣ ويكون

�

1/2/

/

B

L
�

M

ǈيجاد ƣياŽ الزاوية الزوجية نتبع التالي�
•  A� نحدّد حافة الزاوية الزوجية ولتكن 
•  

B π2

π1
A

�
L

M  A� نأųذ نقطة � على حافة الزاوية الزوجية 
•  A� ًّا على  �O عمودي نرسم من � شعاعًا 

π� يكون واƣعًا بتمامه في المستوي   
•  A� ًّا على  	O عمودي نرسم من � شعاعًا 

π� يكون واƣعًا بتمامه في المستوي   

A

B 1/2/

�
LM

فتكون الزاوية L�M تسمى ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř للزاوية الزوجية�   
� 	�
� ƣياŽ الزاوية الزوجية يرمز له بالرمز   

  ونحصل على الزاوية المستوية بقطع الزاوية الزوجية بمستوÖ عمودي على حافتها�

(1) ŜƿŹŶţ
� ,π π21 في كل من الأشكال التالية عينّ الزاوية المستوية للزاوية الزوجيةّ بين المستويين 

1
π1

π2

B

θ�

A




� 2

π1

π2

B

A

C

�
�

��� AB 	� AB= =

 حافة الزاوية الزوجية �������������������
...... , ..... ��π =1 1

....... , ...... ��π =1 2   وكذلك 
  ` ������������� هي الزاوية المستوية 

,π π21 للزاوية الزوجية بين 

AB CB��= ^ h

حافة الزاوية الزوجية ��������������������
., .....π�� ��=1 1

......... ,π1 2  ......... ��= وكذلك 
`   ����������������� هي الزاوية المستوية 

,π π21 للزاوية الزوجية بين 

:ŠƔůǈƯ
 Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ źǀƜŤƿ Ǉ

 ƼƬƗ �  ƖƣƺƯ źÚǀƜŤŝ

:ŠƯƺƬƘƯ
�&# �3.�*'"  ƭźƸƫř

 ƶƸūƹŏ Ŷůŏ ŭƺƐſ ŵŶƘŤƯ ƺƷ
 ƪƨƃ  ƼƬƗ  (şŶƗŚƤƫř) ƖƬƌƯ
 ¬(... ¬ƖŝźƯ ¬ƪǀƐŤƀƯ ¬ŦƬŨƯ)
 ƾƟ ƾƤŤƬţ šŚŨƬŨƯ ƶūƹǃř ŠǀƤŝƹ
.ƭźƸƫř ŽŏŹ ƾƷ şŶůřƹ ŠƐƤƳ

 ŜƀŰŝ  ƭźƸƫř  Šǀưƀţ  Ʋƨưƿ
.ƶţŶƗŚƣ ƪƨƃ

 ŠƘƐƤƫř ƩƺƏ ƺƷ ƭźƸƫř ƕŚƠţŹř
 ƼŤů ƭźƸƫř ŽŏŹ ƲƯ ŠƿŵƺưƘƫř

.şŶƗŚƤƫř
 ƺƷ (ƪŗŚưƫř) ƾŞƳŚŬƫř ƕŚƠţŹǇř
.ŠǀŞƳŚŬƫř ƶūƹǃř Ŷůŏ ƕŚƠţŹř

ŽŏŹ

ƭźƸƫř şŶƗŚƣ

şŶƗŚƤƫř Ɲźů

 ƾŞƳŚū ƕŚƠţŹř
(ƪŗŚưƫř)

ƕŚƠţŹř

 Ɲźů
ƾŞƳŚū
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3

π1

π2

B

M

�

C
A

4

π1

π2

BA

D

�

C

�

�C π= 2  ¬AB  ƞƈŤƴƯ M FC ABCD= ^ h ¬ƪǀƐŤƀƯ ABCD

���������������������������������������������������������������������� �������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������� �������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������� �������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������� �������������������������������������������������������������������������

���  ƶƟźů ƩƺƏ ƕǈƋǃř ŠƤŝŚƐŤƯ šŚŨƬŨƯ ƶƸūƹŏ şŶƗŚƤƫř ƾŧǈŧ Ś ÔƯźƷ ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƲÚǀŞƿ
 ƞƈŤƴƯ 

�ADC BDC  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŵŶů  �
DC  Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ Ŷūƹŏ   

A

B

C
M

D
 .ƕǈƋǃř ŠƤŝŚƐŤƯ šŚŨƬŨƯ ƶƸūƹŏ ƭźƷ ���� :šŚǀƐƘưƫř

.  ƞƈŤƴƯ M  ¬ ��� = ƝźŰƫř ƩƺƏ
�ADC BDC  :ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŶƿŶŰţ :śƺƬƐưƫř  �

:ƱŚƷźŞƫř
�ADC BDC  :ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŵ ÚŶŰƳ 

(1)  Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŠƟŚů 
.ƕǈƋǃř ƢŝŚƐŤƯ ��� ŦƬŨưƫř

ƕǈƋǃř ƢŝŚƐŤƯ  ƅřƺų ƲƯ   CD  ƞƈŤƴƯ M    
(2)  AM   Ŧǀů  AM DC  
(3)  BM   Ŧǀů  BM DC  

DC  Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ƾƷ 
A B   :Ʊŏ ŶŬƳ ƪŨưƫŚŝƹ

1	�

مثال 1

3

π1

π2

B

M

�

C
A

4

π1

π2

BA

D

�

C

�

�C π2  ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ABCD  ¬ƪǀƐŤƀƯ ABCD

���������������������������������������������������������������������� �������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������� �������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������� �������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������� �������������������������������������������������������������������������

���  ƶƟźů ƩƺƏ ƕǈƋǃř ŠƤŝŚƐŤƯ šŚŨƬŨƯ ƶƸūƹŏ şŶƗŚƤƫř ƾŧǈŧ Ś ÔƯźƷ ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƲÚǀŞƿ
DC  ƞƈŤƴƯ M

�ADC BDC  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŵŶů  �
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śƺƬƐưƫř   
 Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ
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كراسة التمارين
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Ûن ĳتمر
��¥� Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř
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 ƮĴƬƘţ  ƅźƟ  ƲÚƯŒţƹ  ¬ŠÚǀƯƺƿ  ŠÚǀţŚǀů  ƞƣřƺƯ  šŚÚǀƋŚƿ ĵźƫř  ŠƬƀƬſ  ŭźƐţ
 ¬ƪŗŚƀưƫř Úƪůƹ ¬ ÚƽŵŶƘƫř ÚžŰƫřƹ ¬ŠÚǀſŚſǃř šřŹŚƸưƫř Ż ÚżƘţ ƾƸƟ .şźǀŨƧ
 ÚƾƸƠ ÚƄƫř  źǀŞƘÚ Ťƫř  Ùƾ× ţŹŚƸƯ  ƾÚưƴţƹ  ¬ŠſŶƴƸƫřƹ  ¬źŞŬƫř  ŠſřŹŶƫ  ŠÚƿŻƺƸŬƫřƹ
 Úŵřƺưƫř  ƖƯ  ƪƯŚƨŤţ  ƾƷƹ  .šŚĳǀƋŚƿ ĵźƫř  ƾƟ  źǀƨƠŤƫř  šřŹŚƸƯƹ  ÚƾŝŚŤƨƫřƹ
 ś ÚǈƐƫř żÚƠŰţ ŠƨſŚưŤƯ ŠƬƯŚƃ ŠƟŚƤŧ ƲƯ řÔŌżū ƱƺƨŤƟ ƻźųǃř ŠÚǀſřŹŶƫř

.ŠƟźƘưƫř ÚŜů ƼƬƗ ƮƸƘ ÚŬƄţƹ ƮƸţřŹŶƣ ƝǈŤųř ƼƬƗ

:ƲƯ ŠƬƀƬƀƫř Ʊ ÚƺƨŤţ
ŜƫŚƐƫř śŚŤƧ  
 ƮÚƬƘưƫř śŚŤƧ  

ƲƿŹŚưŤƫř Šſř ÚźƧ  
šŚŝŚūǅř ƖƯ ƲƿŹŚưŤƫř Šſř ÚźƧ  
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śƺƬƐưƫř   
 Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ

:ƱŚƷźŞƫř  
.M ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƣ  �M� ŦƬŨưƫř  

     AD2 2 2
= �     ťŹƺƛŚŨǀƟ ŠƤŝŚƐŤƯ

     � 2
�2 2

2

= �

     6� 16 ��
2
= � =

  ���� � 3= =

BM AM ��� 3= =  :�M� ƽƺŤƀưƫř ƾƟ
.��M ŦƬŨưƫř ƾƟ ƭŚưŤƫř Ŝǀū ƱƺƳŚƣ ƭŶŴŤƀƳ �M� ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿǅ

     ���AB MB AM MB22 2 2 e= � �

    ��� AM MB
MB AB

2

2 2 2

e =
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�� �� 6�
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7� 31 ��  Ƽƫřƺů Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ   
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.ŚƸſŚǀƣ Ŷūƹŏ Ʈŧ ¬ �AB�H ABCD  

¬��� ŦƬŨưƫř ƻƺŤƀƯ ũŹŚų ŠƐƤƳ � ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
��DB 5=    ¬   ��AB 1�=    ¬   � BAC 6

π
=t^ h

DB ABC= ^ h
B� AC=  ¬D� AC=

:ŶūƹŏA
�

C

B

D

 �B� D�  �
�BAC DAC  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ   
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مثال 2

śƺƬƐưƫř   
 Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ

:ƱŚƷźŞƫř  
.M ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƣ  �M� ŦƬŨưƫř  

     AD2 2 2
= �     ťŹƺƛŚŨǀƟ ŠƤŝŚƐŤƯ

     � 2
�2 2

2

= �

     6� 16 ��
2
= � =

  ���� � 3= =

BM AM ��� 3= =  :�M� ƽƺŤƀưƫř ƾƟ
.��M ŦƬŨưƫř ƾƟ ƭŚưŤƫř Ŝǀū ƱƺƳŚƣ ƭŶŴŤƀƳ �M� ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿǅ
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حاول أن تحل  2

:ƪŰƫř
:šŚǀƐƘưƫř

� B CA 6
π

=W    ABC  ũŹŚų ŠƐƤƳ �
    � ��� ��DB AB DB ABC5 1�= =

    �D� AC B� AC
�B� D�  ŵŚŬƿœ :śƺƬƐưƫř �

:ƱŚƷźŞƫř  
  B� AC B�A 2

π
=      Ś ÔƋźƟ

    BAC 6
π

=W
ƾƴǀŤſ 7 ƾƴǀŧǈŧ ŦƬŨƯ 

    ��B� AB2
1

5= =     ƾƴǀŤſ 7 ƾƴǀŧǈŧ ŦƬŨưƫř ŠÚǀƇŚų
    �DB ABC B� ABC       Ś ÔƋźƟ

DB B�  ƺŤƀƯ ƼƬƗ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř ŠÚǀƇŚų
  :��� ƽƺŤƀưƫř ƾƟ

.ƲǀƘƬƌƫř ƢŝŚƐŤƯ ¬W  ƾƟ ƮŗŚƣ ��� ŦƬŨưƫř
    D� B� 2=     ƲǀƘƬƌƫř ƢŝŚƐŤƯ ƮŗŚƤƫř ŦƬŨưƫř ƾƟ źţƺƫř ƩƺƏ
    ��25=

�BAC ACD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ :śƺƬƐưƫř   
:ƱŚƷźŞƫř  

��� ¬ ��� ƲǀƿƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ Ǝų ƺƷ C  
��� ƽƺŤƀưƫř ƾƟ B� AC  
��� ƽƺŤƀưƫř ƾƟ D� AC  

B�DW  ƾƷ ��� ¬ ��� ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř    
.ƲǀƘƬƌƫř ƢŝŚƐŤƯƹ  ƾƟ ƮŗŚƣ DB�  

 � B�D �

/
=W

π
� = Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ   

.m B CA �5º=^ hW  ƱŚƧ řŷœ ��� ¬��� ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ Ŷūƹŏ ¬(2) ƩŚŨưƫř ƾƟ  2
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śƺƬƐưƫř   
 Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ

:ƱŚƷźŞƫř  
.M ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƣ  �M� ŦƬŨưƫř  

     AD2 2 2
= �     ťŹƺƛŚŨǀƟ ŠƤŝŚƐŤƯ

     � 2
�2 2

2

= �

     6� 16 ��
2
= � =

  ���� � 3= =

BM AM ��� 3= =  :�M� ƽƺŤƀưƫř ƾƟ
.��M ŦƬŨưƫř ƾƟ ƭŚưŤƫř Ŝǀū ƱƺƳŚƣ ƭŶŴŤƀƳ �M� ŠƿƺŤƀưƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿǅ
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.ŚƸſŚǀƣ Ŷūƹŏ Ʈŧ ¬ �AB�H ABCD  

¬��� ŦƬŨưƫř ƻƺŤƀƯ ũŹŚų ŠƐƤƳ � ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ
��DB 5=    ¬   ��AB 1�=    ¬   � BAC 6

π
=

DB ABC
B� AC  ¬D� AC
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مثال 3

AD �2=  ƶǀƟƹ ¬M ƾƟ ƵřźƐƣ ƖƏŚƤţ ƪǀƐŤƀƯ ����

MN �3=  ŦǀŰŝ ƵřƺŤƀƯ ũŹŚų N Ŧǀů ABCD^ h ƼƬƗ ř ÔŵƺưƗ NM  Ʈǀƣŏ
�ABCD NCD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ Ŷūƹŏ

:ƪŰƫř
AC DB M=  ¬ƪǀƐŤƀƯ ABCD  :šŚǀƐƘưƫř

� �AD � MN � MN ABCD2 3= =

�ABCD NDC  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ :śƺƬƐưƫř
CD  ƞƈŤƴƯ � Ŧǀů M�  ƮſźƳ :ƪưƘƫř

�ABCD NCD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ ŠƧźŤƄưƫř ŠƟŚŰƫř ƾƷ CD  :ƱŚƷźŞƫř
�MN ABCD CD ABCD  

B C

M

N

�

A Dk

�3

 MN CD  (1)  
(ƪǀƐŤƀưƫř ƅřƺų ƲƯ)  ƲǀƘƬƌƫř ƢŝŚƐŤưƫř ��M ŦƬŨưƫř ƾƟ

( ÔǈưƗ)   CD  ƞƈŤƴƯ �   
M� CD  (2)  

:Ʊŏ ŶŬƳ (1), (2) ƲƯ
 �CD N�MN� MN�
 N� CD

CD  Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř  Šƿƹřżƫř ƾƷ M�N
��� ŦƬŨưƫř ƾƟ

(ƪǀƐŤƀưƫř ƅřƺų ƲƯ)   BD  ƞƈŤƴƯ M
( ÔǈưƗ)   CD  ƞƈŤƴƯ �

  ADM� 2
1

=

 � �2
1

2= =

(ƽƺŤƀƯ ƖƯ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƅřƺų ƲƯ)  M  ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƤƫř M�N ŦƬŨưƫř ƾƟ

  ��� M�N M�
MN

�
�3

3= = =W
 � M N� 6�º=W

6�6 ƺƷ �ABCD NCD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ   

�ABCD NBC  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŶūƹŐƟ ¬ 6AB �=  ƱŚƧ řŷœ ¬(3) ƩŚŨưƫř ƾƟ  3

1
2

AD �2=  ƶǀƟƹ ¬M ƾƟ ƵřźƐƣ ƖƏŚƤţ ƪǀƐŤƀƯ ����

MN �3=  ŦǀŰŝ ƵřƺŤƀƯ ũŹŚų N Ŧǀů ABCD  ƼƬƗ ř ÔŵƺưƗ NM  Ʈǀƣŏ
�ABCD NCD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ Ŷūƹŏ

:ƪŰƫř
AC DB M=  ¬ƪǀƐŤƀƯ ABCD  :šŚǀƐƘưƫř

� �AD � MN � MN ABCD2 3= =

�ABCD NDC  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ :śƺƬƐưƫř
CD  ƞƈŤƴƯ � Ŧǀů M�  ƮſźƳ :ƪưƘƫř

�ABCD NCD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ ŠƧźŤƄưƫř ŠƟŚŰƫř ƾƷ CD  :ƱŚƷźŞƫř
�MN ABCD CD ABCD  

B C

M

N

�

A Dk2

�3

 MN CD  (1)  
(ƪǀƐŤƀưƫř ƅřƺų ƲƯ)  ƲǀƘƬƌƫř ƢŝŚƐŤưƫř ��M ŦƬŨưƫř ƾƟ

( ÔǈưƗ)   CD  ƞƈŤƴƯ �   
M� CD  (2)  

:Ʊŏ ŶŬƳ (1), (2) ƲƯ
 �CD N�MN� MN�
 N� CD

CD  Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř  Šƿƹřżƫř ƾƷ M�N
��� ŦƬŨưƫř ƾƟ

(ƪǀƐŤƀưƫř ƅřƺų ƲƯ)   BD  ƞƈŤƴƯ M
( ÔǈưƗ)   CD  ƞƈŤƴƯ �

  ADM� 2
1

=

 � �2
1

2= =

(ƽƺŤƀƯ ƖƯ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƅřƺų ƲƯ)  M  ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƤƫř M�N ŦƬŨưƫř ƾƟ

  ��� M�N M�
MN

�
�3

3= = =W
 � M N� 6�º=W

6�6 ƺƷ �ABCD NCD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ   

�ABCD NBC  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŶūƹŐƟ ¬ 6AB �=  ƱŚƧ řŷœ ¬(3) ƩŚŨưƫř ƾƟ  3
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AD �2=  ƶǀƟƹ ¬M ƾƟ ƵřźƐƣ ƖƏŚƤţ ƪǀƐŤƀƯ ����

MN �3=  ŦǀŰŝ ƵřƺŤƀƯ ũŹŚų N Ŧǀů ABCD  ƼƬƗ ř ÔŵƺưƗ NM  Ʈǀƣŏ
�ABCD NCD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ Ŷūƹŏ

:ƪŰƫř
AC DB M=  ¬ƪǀƐŤƀƯ ABCD  :šŚǀƐƘưƫř

� �AD � MN � MN ABCD2 3= =

�ABCD NDC  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŵŚŬƿœ :śƺƬƐưƫř
CD  ƞƈŤƴƯ � Ŧǀů M�  ƮſźƳ :ƪưƘƫř

�ABCD NCD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ ŠƧźŤƄưƫř ŠƟŚŰƫř ƾƷ CD  :ƱŚƷźŞƫř
�MN ABCD CD ABCD  

B C

M

N

�

A Dk2

�3

 MN CD  (1)  
(ƪǀƐŤƀưƫř ƅřƺų ƲƯ)  ƲǀƘƬƌƫř ƢŝŚƐŤưƫř ��M ŦƬŨưƫř ƾƟ

( ÔǈưƗ)   CD  ƞƈŤƴƯ �   
M� CD  (2)  

:Ʊŏ ŶŬƳ (1), (2) ƲƯ
 �CD N�MN� MN�
 N� CD

CD  Šǀūƹżƫř ŠƿƹřżƬƫ ŠƿƺŤƀưƫř  Šƿƹřżƫř ƾƷ M�N
��� ŦƬŨưƫř ƾƟ

(ƪǀƐŤƀưƫř ƅřƺų ƲƯ)   BD  ƞƈŤƴƯ M
( ÔǈưƗ)   CD  ƞƈŤƴƯ �

  ADM� 2
1

=

 � �2
1

2= =

(ƽƺŤƀƯ ƖƯ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƅřƺų ƲƯ)  M  ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƤƫř M�N ŦƬŨưƫř ƾƟ

  ��� M�N M�
MN

�
�3

3= = =W
 � M N� 6�º=W

6�6 ƺƷ �ABCD NCD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ   

�ABCD NBC  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ ŶūƹŐƟ ¬ 6AB �=  ƱŚƧ řŷœ ¬(3) ƩŚŨưƫř ƾƟ  3

1
2

AD �2=  ƶǀƟƹ ¬M ƾƟ ƵřźƐƣ ƖƏŚƤţ ƪǀƐŤƀƯ ����

MN �3=  ŦǀŰŝ ƵřƺŤƀƯ ũŹŚų N Ŧǀů ABCD  ƼƬƗ ř ÔŵƺưƗ NM  Ʈǀƣŏ
�ABCD NCD  ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʋǀŝ Šǀūƹżƫř Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣ Ŷūƹŏ
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