
 

الوحدة السادسة: تطبيقات التكامل

تم تحميل هذا الملف من موقع المناهج الإماراتية

موقع المناهج ⇦ المناهج الإماراتية ⇦ الصف الثاني عشر المتقدم ⇦ رياضيات ⇦ الفصل الثالث ⇦ ملفات متنوعة ⇦ الملف

تاريخ إضافة الملف على موقع المناهج: 2026-06-07 14:23:28

ملفات | كتب للمعلم | كتب للطالب | اختبارات الكترونية | اختبارات | حلول | عروض بوربوينت | أوراق عمل
منهج انجليزي | ملخصات وتقارير | مذكرات وبنوك | الامتحان النهائي | للمدرس

المزيد من مادة
رياضيات:  

إعداد: محمد عمر الخطيب

التواصل الاجتماعي بحسب الصف الثاني عشر المتقدم  

صفحة المناهج
الإماراتية على

فيسببوك

الرياضيات اللغة الانجليزية اللغة العربية التربية الاسلامية المواد على تلغرام 

المزيد من الملفات بحسب الصف الثاني عشر المتقدم والمادة رياضيات في الفصل الثالث

: أسئلة موضوعية في الرياضيات - إيجاد المساحة المحصورة بين المنحنيات وفق هيكل الوزارة 2026 1

: أسئلة موضوعية في التكامل وفق هيكل الوزارة العام الحالي 2026 2

: الأسئلة الموضوعية في الرياضيات للعام الحالي 2026 3

: أسئلة موضوعية في الرياضيات وفق هيكل الوزارة للعام 2026 4

: أسئلة موضوعية في التكامل المحدود وفق هيكل الوزارة 2026 5

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                               page 1 / 1

https://t.me/ae_news
https://almanahj.com/ae/id=40250
https://almanahj.com/ae/id=40250
https://almanahj.com/ae/15math3/misc
https://almanahj.com/ae/15math3
https://almanahj.com/ae/15math
https://almanahj.com/ae/15
https://almanahj.com/ae
https://almanahj.com
https://almanahj.com/files_by_day?country_code=ae&date=2026-06-07
https://almanahj.com/ae/15math3/sheets
https://almanahj.com/ae/15math3/slides
https://almanahj.com/ae/15math3/keys
https://almanahj.com/ae/15math3/exams
https://almanahj.com/ae/15math3/quizzes
https://almanahj.com/ae/15math3/book
https://almanahj.com/ae/15math3/guide
https://almanahj.com/ae/15math3/files
https://almanahj.com/ae/15math3/files
https://almanahj.com/ae/15math3/final
https://almanahj.com/ae/15math3/notes
https://almanahj.com/ae/15math3/reports
https://almanahj.com/ae/15math3/english
https://almanahj.com/ae/15math3
https://almanahj.com/ae/15math3
https://almanahj.com/ae/teacher_id=258
https://almanahj.com/ae/network15
https://t.me/almanahj_bot
https://www.facebook.com/groups/grade15uae
https://www.facebook.com/grade15uae
https://almanahj.com/s/3771d1
https://t.me/almanahj_bot
https://facebook.com/almanahjae
https://facebook.com/almanahjae
https://facebook.com/almanahjae
https://almanahj.com/s/88929a
https://almanahj.com/s/6b730c
https://almanahj.com/s/b0a22b
https://almanahj.com/s/872e8e
https://t.me/ae_news
https://almanahj.com/ae/15math3
https://almanahj.com/ae/id=40022
https://almanahj.com/ae/id=40021
https://almanahj.com/ae/id=40020
https://almanahj.com/ae/id=40019
https://almanahj.com/ae/id=40018
http://www.tcpdf.org


 

 
 

ي عشر   الصف
  متقدمالثان 

 

 

 

 

 

 

 المساحة المحصورة بين منحنيين    6-1

 أقراص وحلقات /الحجم : شرائح     6-2

 طول القوس ومساحة السطح     6-4

 حركة المقذوفات     6-5

 

 

 

 السادسةالوحدة 

 التكامل  طبيقات ت

KhateebAcademy.com 

 التفوقبالنجاح ومع تمنياتي لكم 

 

 

 عمر الخطيبمحمد  : عداد إ

5202/6202 

 الحل

 

 الحل

 

 الحل

 

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.comاٚزام عٌُ // َاد٠ ايسٜاقٝات // ايؿف ايجاْٞ عػس َتكدّ// ايفؿٌ ايجايح  ///  إعداد تسُد عُس اترطٝب //   1 

 

 ال

 

 

 

 

 

 (dy): المكامل  الثانيةالحالة                                                                     (dx): المكامل الحالة الأولى 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ن  المساحة : الأول///  الدرس   تطبيقات التكامل: السادسة الوحدة  ن منحنيي   بي 

 

 

  ينٝالمطاس١ بين َٓشٓ :أٍٚ

ن  ن منحنيي   المساحة بي 

( )y f x 

( )y g x 

                ايػسنذ١ طٍٛ

( ) ( )f x g x 

 

 اتذد الأع٢ً يًػسنذ١

 اتذد الأد٢ْ يًػسنذ١

 المطاس١

  dx ايػسنذ١ عسض

 

 

 dxايػسنذ١ عسض

  dy ايػسنذ١ عسض

 يًػسنذ١ الأيمٔد اتذ

( )x f y 

 يًػسنذ١ الاٜطساتذد 

( )x g y ٍٛايػسنذ١ ط                

( ) ( )f y g y 

 

dايػسنذ١ عسض y 

 yعُٛد١ٜ ع٢ً تسٛزايػسنذ١  xعُٛد١ٜ ع٢ً تسٛزايػسنذ١ 

 سدٚد ايػسنذ١ 

                        x َٔ تسٛز

 َٔ ٖٞٚa   الىb  

 سدٚد ايػسنذ١

                        y َٔ تسٛز

 َٔ ٖٞٚc   الىd  
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 (dx)مل المكا :الحالة الأولى 

 

                                                                                                      dx ٖٛ عسض المطتطٌٝ() 

)ٖٛ  (المطتطٌٝ  طٍٛ) ) ( )f x g x                                                                                       

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2y    ٚدد المطاس١ المحؿٛز٠ بين ايدايتينأ x     ،
 

2y x 

 

 

 

  

 

 

 

 خطٛات إنداد المطاس١

  ) dy ّأ  dxازضِ ايػسنذ١ ٚسدد المهاٌَ )              ازضِ  ايدٚاٍ              ظًٌ المٓطك١ المطًٛب١

 ناٌَ           عٛض اتذدٚد لإنداد المطاس١          أٚدد سدٚد ايتهاٌَ  )ْكاط ايتكاطع (           

 ولىيتله ال 

)  نٌ َٔ  ذا ناْتإ )f x   ٚ( )g x  دٚاٍ َتؿ١ً ع٢ً ايفتر٠ ,a b  سٝح( ) ( )f x g x ٕفإ

       المطاس١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓين تعط٢ بايتهاٌَ

 

 ( ) ( )
b

a

f x g x dx                                            

                     

 

 

2y x  

2y x 

 طٍٛ

 ايػسنذ١

 dxعسض ايػسنذ١
 المكامل

 xعُٛد١ٜ ع٢ً تسٛزايػسنذ١ 

 سدٚد ايػسنذ١ ٖٚٞ

 x سدٚد ايتهاٌَ َٔ تسٛز
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3y  ٚدد المطاس١ المحؿٛز٠ بين ايدايتينأ (1) x   ، 
2 9y x  

 

 

 

 

 

 

siny      ٚدد المطاس١ المحؿٛز٠ بين ايدايتينأ( 2) x،   
3 4y x x  

 

 

 

  

 

 

  

 ٚدد المطاس١ المحؿٛز٠ بين ايدايتين أ( 3)
2cosy x،   1y  
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   ٚدد المطاس١ المحؿٛز٠ بين ايدايتينأ( 1)
2

( )
1

f x
x




، 2

2
( )

1

x
g x

x



0x ٚالمطتكِٝ            

1x ْكط١ ايتكاطع  سٝح  

 

 

 

 

2 ٚدد المطاس١ المحؿٛز٠ بين ايدايتين أ( 2)

6
( )

1
f x

x



 ٚ( ) 3g x                                                      

 

 

 

                                       

ٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين أ (3)
2

4 xy xe  ٚy x   ْكط١ ايتكاطع سٝحln 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اضتفد َٔ ايتُاثٌ (َلاسع١ )
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 تجص١٥ المطاس١

 xٚدد المطاس١ المحؿٛز٠ بين ايدايتين ٚتسٛز أ( 1)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 في ايػهٌ المجاٚزٚدد المطاس١ المحؿٛز٠ أ( 2)

 

 

 

 

 

 

يحة ءجز ملاحظة :   المساحة عندما يتغي  ارتفاع الشر

 )عندما تتغي  احدى الدوال(

 

 

 
0y  0y 

 

0y  

2y x

 

2y x  

0y  
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 في ايػهٌ المطاس١ المحؿٛز٠   اٚدد( 1)

 

 

 

 

 

 

ايداي١ بين المطاس١ المحؿٛز٠  اٚدد ( 2)
2( ) 3f x x x     ٚتسٛزx 0   ٚالمطتكُٝين, 4x x  

 

 

 

 

  

  في ايػهٌ المجاٚزالمطاس١ المحؿٛز٠  اٚدد( 3)
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 (dyالمكامل ): الحالة الثانية 

                                                                                           dyهو  الشريحة ) عرض المستطيل( 

))ارتفاع  المستطيل( هو  ) ( )f y g y  

 y الصاداتمحور  على عنودي

 

   

                               

 

 

 

 

 

 

  الدوالوجد المساحة المحصورة بين أ 
2 , 2 , 0y x y x y    

 dx ولًا : المكاملأ

 

 

 

 

 dyثانياً : المكامل 

 

  

  dyحالات استخدام المكامل 

          y  يفضل اذا كانت الدوال )العلاقات( بدلالة( 2)       تجزئة تحتاج إلى dxيفضل إذا كانت المساحة مع ( 1)

ن نفس العلاقة        3) ي  إجباري إذا كانت الخيارات كلها ( 4)               ( يفضل إذا كان الارتفاع بي 
ن
                      dyف

  صعب ايجاده dxكان التكامل ( إجباري إذا  5)

 

 

 

 

 

 y بدلالة العلاقات ن ثكون أيجب 

 y محور وحدود التكامل من 

 

 

 

( )f y ( )g y 

( ) ( )
d

c
A f y g y dy  

 
d

c
A dy  

 ىرسيلا (ةقلاعلا)ةلادلا ىهنيلا (ةقلاعلا)ةلادلا
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,0 ايدٚاٍ ؿٛز٠ بين المطاس١ المح عبر عٔ( 1) 2, , 6 ,y y y x y x       ٌََٓفسدبتها  

 

 

 

 

 

 ثِ اٚدد المطاس١   َٓفسدبتهاٌَ  المعاديتينالمطاس١ المحؿٛز٠ بين  عبر عٔ (2)

 

 

 

 

 

 

   داخٌ ايدا٥س٠ ايتي َعاديتٗاالمطاس١ المحؿٛز٠  عبر عٔ (3)
2 2 2x y y    بتهاٌَ َٓفسد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.comاٚزام عٌُ // َاد٠ ايسٜاقٝات // ايؿف ايجاْٞ عػس َتكدّ// ايفؿٌ ايجايح  ///  إعداد تسُد عُس اترطٝب //   9 

 

 اعتُد ع٢ً ايػهٌ المجاٚز يًتعبير عٔ المطاسات ايتاي١ٝ   

 بدلاي١ ايتهاٌَ ايرٟ ٜٓاضب٘ في نٌ مما ًٜٞ

dبدلاي١ ٚ dx: انتب ايتهاٌَ بدلاي١ َلاسع١ y 

 

 

                

 

 

 

 

2(2) A 

 

 

 

1(3) A 

 

 

 

2 3(4) A A 

 

 

 

 1 2(5) A A 

 

 

3(1) A

d   بدلاي١  y  بدلاي١  dx 
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 ايتهاَلات ايتاي١ٝ   نٌ َٔ اعتُد ع٢ً ايػهٌ المجاٚز يًتعبير عٔ

3بدلاي١   2 1, ,A A A ًٜٞ في نٌ مما: 

 خس المهاٌَ  الآ ثِ انتب ايتهاٌَ  بدلاي١  

 

 

 

2
2

0

(1) (2 )x x dx 

 

 

 

2
2

0

(2) (4 )x dx 

  

 

4

0

(3) (2 )y dy 

  

 

4

0

(4) ( )
2

y
y dy 
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 ٢طك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٓطاس١ المَٚدد أ( 1)
2y x  ِٝ2ٚ المطتكy x  

 

 

 

 

 

 

 

 

  ٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين أ (2)
2 1y x   ٚ

27y x    

 

 

 

 

 

  ٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين أ (3)
2 1y x   ٚ

21

2
y x   

 

 

 

 

 

 ٚلًاأضِ ...ايس

 

 

َٔ الآي٘ اتذاضب١  باترطٛات ايتاي١ٝ                                                                               ْكاط ايتكاطع  نجد 

ادخٌ المعادي١ ع٢ً الآي٘ اتذاضب١                              

يًشؿٍٛ ع٢ً اتذٌ  الاٍٚ             shift solve ( اع1ٌُ)

  shift solve( يًشؿٍٛ ع٢ً اتذٌ ايجاْٞ اعٌُ 2)

               2اٚ ايسقِ  -1اٚ ايسقِ   1ٚاقػط ع٢ً ايسقِ 

 ٖٚهرا ......

                          

 

 َلاسع١: ٜفكٌ إنداد ْكاط ايتكاطع قبٌ ايسضِ
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  ز٠ بين المٓشٓٝين ٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛأ (1)
2y x  ٚ

2x y   

 

 

 

 

 

 

 

3  ايدٚاٍٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين أ (2) 2y x   ٚ
3y x   

 

 

 

 

 

 

 

   المٓش٢ٓٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين أ( 3)
3

y
x

 ٚ  2المطتكُٝينy x ،1x    
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ٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين أ (1)
2y x  ٚ

xy e    ع٢ً ايفتر٠ 1,0   

 

 

 

 

  دد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين   ٚأ( 2)
2y x ٚ

22y x    ع٢ً 0,2   

 

 

 

 

 

 

sinyٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين أ (3) x  ٚcosy x  فتر٠ ع٢ً اي  0,   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اٚدد ْكاط ايتكاطع بين ايدايتين
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cosy  ٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝينأ (1) x  ٚ
2 1y x    0سٝح 1x  

 

 

 

 

   ٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝينأ (2)
xy e  ٚ4 xy e   ٚ0x   

 

 

 

 

 

 

2 ايدٚاٍٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين أ (3)

2

1
y

x



  ٚy x   
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4yازضِ المطتكُٝات  (1)  x  ٚ y xٚ0y  ِطاس١ المحؿٛز٠ الم ٜعبر عٔ َٓفسدانتب تهاٌَ ث 

 

 

 

 

 

 

yازضِ المطتكُٝات (2) x،6y x ،2y   ٚ0y  ِطاس١ الم ٜعبر عٔ َٓفسدانتب تهاٌَ  ث

 ايدٚاٍالمحؿٛز٠ بين 

 

 

 

 

 

 

yازضِ ايدٚاٍ (3) x  ٚy x    ٚ2y ِطاس١ المحؿٛز٠ الم ٜعبر عٔ َٓفسدانتب تهاٌَ  ث 
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 سااة  امحصصررة ين الم يعبر عو مهفرداكتب تلامل  (6)
20, 0, 3 , 2x x y x y x     

 

 

 

 

 

 

 ارسم المعادلات (2) 
2x y  ، 4x     امحصصررة وجد المسااة أثم                           

 

 

 

 

 

 

 

3x   ارسم المعادلات  (3) y  ،  
2 2x y   ثم اوجد المسااة  امحصصررة 
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2x ارسم المعادلات    (7) y،  
23x y   ثم اوجد المساحة المحصورة 

 

 

 

 

 

 

 

 

lny ارسم الدالة (2) x 0 المحور  ثم اوجد المساحة المحصورة بين الدالة وy     والمستقيم x e  
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 فتهٕٛ المطاس١  ٌضفترط٠ٛ ايجا١ْٝ  ٚتجاٌٖ ايداي١ الأع٢ً ٚالأَلاسع١: يمهٔ تجاٚش ا

2

1

( ) ( )
x

x

A f x g x dx  

)  َتؿًتين دايتينبين  نداد المطاس١إيمهٔ  )f x   ٚ( )g x  ٕٚخط٠ٛ ايسضِبد 

)  و ظعٌنجد ْكاط ايتكاطع بين المٓشٓين ٚذي (1)  ) ( )f x g x 

 

 

 

 

 

 تحدٜد ايداي١ الأع٢ً (2)

 

 

 

 المطاس١ (3)

 

 
2

1

x

x

A dx                         ,    
32

1 2

xx

x x

A dx dx   

                       2 عكاطيتعدد ْكاط ا

1ٚيتهٔ  2,x x 

 لا ٜٛدد تجص١٥ َطاس١

 3 ععدد ْكاط ايتكاط

1ٚيتهٔ  2 3, ,x x x             

 ٜٛدد تجص١٥ َطاس١

   

1نختاز عدد بين    2,x x 

ؾٛزت٘ في نٌ داي١ .. فايداي١  ٚنجد

 ع٢ً تكابٌ ايك١ُٝ الأنبرالأ

1نختاز عدد بين    2,x x 

ع٢ً تكابٌ داي١ الأؾٛزت٘ في نٌ داي١ .. فاي ٚنجد

 ايك١ُٝ الأنبر

2ٚنختاز عدد بين  3,x x ايطابك١ ْٚهسز ايع١ًُٝ 

 

 ايداي١ الأضفٌ ايداي١ الأع٢ً

حة ل   افضل ان الرسم هو   يجاد المساحة بدون رسم...   مع العلمهذه خطوات مقير

 الرسم

 

َٔ الآي٘ اتذاضب١  باترطٛات               ْكاط ايتكاطع  نجد 

                                                    ايتاي١ٝ                           

ادخٌ المعادي١ ع٢ً الآي٘ اتذاضب١                               

يًشؿٍٛ ع٢ً اتذٌ  الاٍٚ             shift solve( اعٌُ 1)

  shift solve( يًشؿٍٛ ع٢ً اتذٌ ايجاْٞ اعٌُ 2)

 2اٚ ايسقِ  -1اٚ ايسقِ   1ٚاقػط ع٢ً ايسقِ 
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2y     ايدٚاٍٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين أ( 1) x  ٚ
2y x   

 

 

 

 

    ٢ٓتحت المٓشٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ أ( 2)
24y x   xٚفٛم تسٛز   

 

 

 

 

 

  اٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين (3)
2y x , siny x   

 

 

 

 

 

    اٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين (4)
21y x  , 

xy e 
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2y  الدوالاوجد مساحة الميطقة المحصورة بين  (1) x  , 
4y x   

 

 

 

 

y     المستقيهوجد مساحة الميطقة المحصورة بين أ( 2) x والميحيى  و
3y x   

 

 

 

 

 

 

y   الدوالاوجد مساحة الميطقة المحصورة بين  (3) x , 2

5

1

x
y

x



 

 

 

 

 

 

xاوجد مساحة الميطقة المحصورة بين  (4) y , 
22x y  
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  اٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين (1)
2 1y x , 

3y x    1ع٢ً ايفتر٠ 3x  

 

 

 

  اٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين (2)
2 2y x , cosy x    0ع٢ً ايفتر٠ 2x  

 

 

 

 

٠ بين اٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز (3)
23 , 2y x y x     0ع٢ً ايفتر٠ 2x  

 

 

 

 

 

cosy ,  اٚدد َطاس١ المٓطك١ المحؿٛز٠ بين المٓشٓٝين (4) x siny x  0سٝح 2x   
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ايداي١  إذا ناْت المطاس١ المحؿٛز٠ بين  (1)
2y x ِٝٚالمطتك  y mx   ٖٞ 

4

3
 ٚسد٠ َطاس١، 

0  سٝح  mفأٚدد ق١ُٝ ايجابت     m 

 

 

 

 

 

 

 

 

إذا ناْت المطاس١ المحؿٛز٠ بين ايداي١   (2)
2y x ِٝٚالمطتك  

2y a   ٖٞ 36 ،ٚسد٠ َطاس١ 

0  سٝح  aٚدد ق١ُٝ ايجابت  اف   a                         
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سٝح   2Aتطاٟٚ المطاس١  1Aالمطاس١   اذا ناْت ايػهٌ المجاٚز  في  
2y x x   ٚy kx                                                                                                                    

   1Aق١ُٝ   )أ( اٚدد

 

 

 

 

 kق١ُٝ   )ب( اٚدد
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ٖٛ  َا ذا نإ َعدٍ تػير عدد المٛايٝد في َد١ٜٓإ
0.04( ) 2 tB t e  ًَٕٛٝ ايٛفٝات عدد َٚعدٍ  غخـ                                       

 ْٖٛفظ المد١ٜٓ  في
0.02( ) 3 tD t e  ًَٕٛٝ سٝح غخـ   t   بايطٓٛات   

يص١َٝٓ ا ايفتر٠ المد١ٜٓ في ٜتٓاقـ عدد ضهإ َٚت٢  َت٢ ٜتصاٜد ٚٚدد أ ( أ) 0,30  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

) تهاٌَ ٚدد أ  (ب) )P t ايفتر٠  ع٢ً 0,30  ٖرا ايتهاٌَ  ٜعني ٚفطس َاذا 

 

 

 

 

  

 

ؾافي ايتػير  ايتهاٌَ يمجٌ

في عدد (  اٚ ايٓكؿإ)ايصٜاد٠ 

 ض١ٓ 31خلاٍ ايطهإ 

30

0
( )P P t dt   

)P عدد ايطهإ )t 

َعدٍ ايتػيرفي عدد ايطهإ 

( ) ( ) ( )P t B t D t   
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)تمجٌ ايدي١   (1) ) 10Av t t  ضسع١ ايطٝاز٠ A                                                                                          

)تمجٌ ايدي١  ٚ ) 40Bv t t  ضسع١ ايطٝاز٠ B  ايجا١ْٝيهٌ بالمتر  

   ثٛاْٞ 4 ٍٚ أخلاٍ المطاف١ ايتي تكطعٗا نٌ ضٝاز٠ ٚدد أ(  أ)

   ثٛاْٞ 4ٍٚ أضسع خلاٍ أٟ ايطٝازتين أٚ

 

 

 

 

 

   ثٛاْٞ 4  ٍٚأخلاٍ  ا ايطٝازتينُايتي قطعتٗ انتب ايتهاٌَ ايرٟ يمجٌ ايفسم بين المطافتين(  ب)

 

 

 

   ع٢ً خط َطتكِٝتدطِ ٜتشسى  المتذ١ٗ ايطسع١ايصَٔ  ٚيمجٌ ايػهٌ المجاٚز ايعلاق١ بين  (2)

   ثٛاْٞ 6أٍٚ  خلاٍ ايتي ٜكطعٗا اتدطِ   الإشاس١ٚدد أ)أ(  

 

 

   ثٛاْٞ 3أٍٚ  خلاٍ المطاف١ ايتي ٜكطعٗا اتدطِ  ٚدد أ (ب)

 

 

   ثٛاْٞ 6أٍٚ  خلاٍ المطاف١ ايتي ٜكطعٗا اتدطِ  ٚدد أ  (ج)

 

 

 يتهاٌَشاس١ تطاٟٚ االإ

 المطاف١ تطاٟٚ المطاس١

 

 

( ) 10Av t t 

( ) 40Bv t t 
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 ])ايػػٌ ( ٜعسف  تهاٌَ ايك٠ٛ باْ٘ ايطاق١[ايطاق١ المفكٛد٠  

ضٓتُٝٝتر  xايتٓظ  ٚايهس٠ ٜتػير غهٌ ايهس٠ ،عٝح  تٓهُؼ َطاف١  ب عٓد سدٚخ تؿادّ بين َكس

) ٖٞ ،اذا ناْت ايك٠ٛ ايتي بريت ع٢ً ايهس٠ ،مما ٜطبب سسن١ يًهس٠ اٚلا ،ثِ تتُدد )f x               

)الاْهُاؽ تط٢ُ فإ ايك٠ٛ اثٓا٤  )cf x ايتُدد تط٢ُ ٚعٓد( )ef x  ٜٚتِ ْكٌ ايطاق١ الى ايهس٠ اثٓا٤

                                           الاْهُاؽ ٚتحسنٗا بعٝداً اثٓا٤ ايتُدد ٚتخطس دص٤ َٔ طاقتٗا تط٢ُ ايطاق١ المفكٛد٠ ٚتطاٟٚ 

         .                                       
0

( ) ( )
m

c ef x f x dx                                                                                                                                                                 

                                                                                                         ـهس٠ اثٓا٤ الاؾتداّ بٚتعسف ْطب١ ايطاق١ المفكٛد٠ يً

                       .

 

 

 

 

0 0

0 0

( ) ( ) ( )

100% 1 100%

( ) ( )

m m

c e e

m m

c c

f x f x dx f x dx

f x dx f x dx



   
 

 

 

  داّ نس٠ ايتٓظ بالمكسبطيمجٌ اتددٍٚ ايتايٞ بعض ايبٝاْات اثٓا٤ اؾ 

 

 

 

 

 ب١ ايطاق١ المفكٛد٠ باضتخداّ طسٜك١ سمبطٕٛاٚدد ْط

 0 1 2 3( ) ( ) 4 ( ) 2 ( ) 4 ( ) ( )
3n c n

b a
S f x f x f x f x f x f x

n


      

 4

1 0
( ) (0) 4 (1) 2 (0.5 4 (0.75) (1) 265

3(4)c c c c c cS f x f f f f f


      

 4

1 0
( ) (0) 4 (1) 2 (0.5) 4 (0.75) (1) 225

3(4)e e e e e eS f x f f f f f


      

 ْطب١ ايطاق١ المفكٛد٠ تطاٟٚ
225

(1 ) 100% 15%
265

     ٚ ٟٚ85         ْطب١ ايطاق١ المحتفغ بٗا  تطا%   

1 0.75 0.50 0.25 0 x cm 

700 400 220 110 0 ( )cf x N 

700 300 200 100 0 ( )ef x N 

 

4n  

ٜعتُد في اَتشإ ايٛشاز٠ لاْ٘  ٖرا ايطؤاٍ غير َِٗ 

 ايفؿٌ ايجاْٞ ناْت تسرٚف١ فيع٢ً َعًَٛات 

 

 مسافة الانكماش mحيث 
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        تطبيقات التكامل:  السادسةالوحدة 
ائح وحلقات( الحجم :///  الدرس الثان   ) شر

 

 

  ينيالمساحة بين منحن : أول

)   ( مساحة المقطع1) )A x    معلوم 

                                ( )
b

a

V A x dx=  

)  ( مساحة المقطع2) )A x  غير معلوم                         

 ومحدود بدالتين  )مربع ،دائرة،...(  المقطع معلوم   لكن

   مربع ، طول ضلعه  )أ(  

 
2( ) ( ) ( )s f x g x A x s= −  = 

   دائرة ، نصف قطرها)ب( 

2( ) ( )
( )

2

f x g x
r A x r

−
=  = 

   مثلث متساوي الاضلاع ،طول ضلعه)ج( 

23
( ) ( ) ( )

4
l f x g x A x l= −  = 

 مربعات ،طول قطرها)ج( 

21
( ) ( ) ( )

2
d f x g x A x d= −  = 

 
                        )الهرم(  والمقطع غير معلومغير معلوم  مساحة المقطع(  3)

 الحجوم

 الدورانية المقطعية )التقطيع(

 الحالة الأولى  

   dxالمكامل 

                                                ملاحظة: عندما يكون المقطع العرضي هو دائرة ........ 

 فإن الحجم المقطعي هو نفسه حجم دوراني 

   الثانيةالحالة 

   dyالمكامل 

y k= 

x l=
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 الحالة الأولى : مساحة المقطع معلوم

 

 

 

 

 

)ايعسقٞ   أٚدد سذِ المجطِ ايرٟ َكطع٘( 1) ) 4A x x   0سٝح 1x  

 

  

 

ايعسقٞ   ٘ٚدد سذِ المجطِ ايرٟ َكطعأ( 2)
0.01( ) 10 xA x e   0سٝح 10x  

 

 

 

 

 َ٘سبع َطاستايعسقٞ  ٘ٚدد سذِ الهسّ  ايرٟ َكطعأ( 3)
24

( ) (10 )
25

A x x  َتر  10٘ ٚازتفاع 

 

 

 

)ٖٞ   لمجطِ  أذا ناْت َطاس١ المكطع ايعسقٞ  )A x  

aسٝح   x b   ِعط٢ بايتهاٌَٜ المجطِ فإ سذ 

                                 
( )

b

a

v A x dx  

 :  الحجوم ب
ً
ائح(أستخدام المقاطع العرضية )التقطيع ااولا  و الشر
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ن محدد معلوم و  المقطعلكن ( ةمعلومغي   مساحة المقطعالحالة الثانية :   )بدالتي 

 

 يدايتين  باد٠ ٚالمٓطك١ المحد ٘قاعدت ٚدد سذِ المجطِ ايرٟ أ 

2y x   ٚ
22y x   ،1 1x   

 :في اتذالات ايتاي١ٝ

 xَتعاَد٠ ع٢ً تسٛز  دا٥س١ٜ)أ( المكاطع عسق١ٝ 

 

 

 

 

 

 

 

 xَتعاَد٠ ع٢ً تسٛز  َسبع١( المكاطع عسق١ٝ ب)
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بايدايتين  المٓطك١ المحدٚد٠  ٘قاعدت ٚدد سذِ المجطِ ايرٟ أ
2y x   ٚ

22y x   ،1 1x   

 :في اتذالات ايتاي١ٝ

 xَتعاَد٠ ع٢ً تسٛز  ْؿف دا٥س٠( المكاطع عسق١ٝ أ)

 

 

 

 

 

 xَتعاَد٠ ع٢ً تسٛز  قلاعَجًج١ َتطا١ٜٚ الأ( المكاطع عسق١ٝ ب)

 

 

 

 

 

 xَتعاَد٠ ع٢ً تسٛز  َسبعات اقطازٖا( المكاطع عسق١ٝ ز)
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                                               بايدايتين                 المٓطك١ المحدٚد٠  ٘قاعدت ٚدد سذِ المجطِ ايرٟ أ (1)

2 siny x    ،0y   ، 0 x                                                                                                  

 xقلاع َتعاَد٠ ع٢ً تسٛز الأ ًجات َتطا١َٜٚجٖٞ  عسق١ٝ ايالمكاطع ٚ

 

 

 

 

بايدايتين                                                المٓطك١ المحدٚد٠ ٘ قاعدت ٚدد سذِ المجطِ ايرٟ ا( 2) 

21y x     ٚ ،21y x   ، 1 1x                                                                          

 xقلاع َتعاَد٠ ع٢ً تسٛز الأ َجًجات َتطا١ٜٖٚٞ  عسق١ٝ ايالمكاطع ٚ

 

 

 

 

قاعدت٘ المٓطك١ المحدٚد٠ بايدايتين   أٚدد سذِ المجطِ ايرٟ ( 3)
2 xy e ،0y  ،  0 ln 5x  

 xَتعاَد٠ ع٢ً تسٛز  َسبعاتٖٞ عسق١ٝ ايالمكاطع ٚ
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 قاعدت٘ المٓطك١ المحدٚد٠ بايدايتين                                                اٚدد سذِ المجطِ ايرٟ ( 1)

secy x   ٚ ،0y    ،0 / 4x                                                                          

 xع٢ً تسٛز  عسقٗا بين ايدايتين ٚطٛلها قعف عسقٗا َتعاَد٠َطتطٝلات ٖٞ  عسق١ٝ ايالمكاطع ٚ

 

 

 

 

 

1yالمٓطك١ المحدٚد٠ بايدايتين   ٘قاعدت ٚدد سذِ المجطِ ايرٟ أ( 2) x    ٚ1y x                 

 xَتعاَد٠ ع٢ً تسٛز  َسبعاتٖٞ عسق١ٝ اي ٚالمكاطع xٚتسٛز 

 

 

 

 

 

 

 

 

1yالمٓطك١ المحدٚد٠ بايدايتين   ٘قاعدت ٚدد سذِ المجطِ ايرٟ أ( 3) x    ٚ  1y x                               

 yع٢ً تسٛز َتعاَد٠  َسبعاتٖٞ  عسق١ٝايالمكاطع ٚ xٚتسٛز 

 

 

 

 

 

 

 

 ٜفكٌ اضتخداّ ايتُاثٌ

 

اضتخداّ ايتُاثٌ لإ  ندٛشلا 

 ٜؿبح َطتطٌٝ الايمٔ اتدص٤
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4عسق١ٝ دا٥س١ٜ ْؿف قطسٖا   ْ٘ا٤ فخازٟ َكاطعإ( 1) sin
2

x
   ،0 2x    ْا٤الإٚدد سذِ أ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

طاز تسدٚد بالمعاديتين  إفهاْت ع٢ً غهٌ  ،ٖدتٗا َٔ َهإ َستفعابسن١ يًطباس١ تم َػٚدد سذِ ا( 2)

( 5)y x     0سٝح 2x    4  ٚعُكٗا َعط٢ بايداي١x  
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 غي  معلوم المقطعو  ةمعلومغي   مساحة المقطع:  الثالثةالحالة 

 

 

                                                3تفاعٗا ٚاز 2ْؿف قطسٖا  اضطٛا١ْايػهٌ المجاٚز يمجٌ  (1) 

 ثِ دد ق١ُٝ اتذذِسذُٗا  ايرٟ يمجٌ انتب ايتهاٌَ 

 

 

 

 

 ،ايػهٌ المجاٚز يمجٌ خ١ُٝ ع٢ً غهٌ َٓػٛز (2) 

 ثِ دد ق١ُٝ اتذذِسذُٗا انتب ايتهاٌَ ايرٟ يمجٌ  

 

 

 

 

 

 ،ع٢ً غهٌ َٓػٛز  بٝتيمجٌ ايػهٌ المجاٚز  (3)

 ثِ دد ق١ُٝ اتذذِسذُ٘  انتب ايتهاٌَ ايرٟ يمجٌ 

 

 

 

 

 

 

) ٕ تهٕٛ المكاطعأندب  َلاسع١ ١َُٗ : )A x تهٕٛ َتطابك١ ٚيهٔ يٝظ غسط( أ١ )ٚممهٔ َٗتػاب ٕ               

 ٚاسد )ٜٚهٕٛ ٖٛ المهاٌَ( ٙتجافي ا

 

 ٖٚٛ دا٥س٠ ...َطاس١ المكطع ثابت

 

 ٖٚٛ َجًح ...َطاس١ المكطع ثابت

 

 بت ٖٚٛ غب٘ َٓشسفثا..َطاس١ المكطع 

 

 50 in 80 in 

40 in 
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 َتر 100ٚازتفاع٘  َتر180قاعدت٘  ٚطٍٛ قًعايػهٌ، َسبع١ ٘  قاعدت ايرٟ أٚدد سذِ الهسّ 

 باضتخداّ ايتهاٌَ 

 

 

 

 

 (y)متعامدة على محور مقاطع عرضية وهي مربعات  ميعملاحظة: يتشكل الهرم من تج

ي اتجاة المحور 
ن
d  ن يكون المكاملأ لذلك يجب yف y  

 yدلالة ب ي ارتفاعاونجد مساحة المرب  ع عند  yومساحة المقطع بدلالة  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 وهى ثلث مساحت القاعدة ضرب الارجفاع    :م قاهىن حجم الهرمذا كان السؤال اختيار من متعدد وستخدإ: تملاحظ

(90,0) 

(0,100) 

y 

x 

يمهٔ اضتخداّ ايكإْٛ  
2

0

( )
H B

V B x dx
H

  100 سٝحH  ّ180ٚ  ازتفاع الهسB   الهسّطٍٛ قاعد٠ 
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َتر 30قاعدت٘  قاعدت٘  َسبع١ ايػهٌ، ٚطٍٛ قًع يمجٌ سذِ الهسّ ايرٟ  انتب ايتهاٌَ ايرٟ( 1)

 َتر 10ٚازتفاع٘ 

 

 

 

 ٘ٚقاعدت، َتر40 ايطف١ًٝٚطٍٛ قًع قاعدت٘  ػهٌ،٘ َسبع١ ايقاعدت ايرٟ ايٓاقـ  ٚدد سذِ الهسّأ (2)

 َتر 30ٚازتفاع٘   َتر 10َسبع١ ايػهٌ ٚطٍٛ قًعٗا ع٢ً َٔ الأ

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(20,0) 

(5,30) 

x
 

y 
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 ٜعط٢ بايعلاق١  h الما٤ ٘ٚازتفاع  10mٕ سذِ الما٤ في اترصإ ايهسٟٚ ايرٟ ْؿف قطسٙ  أثبت أ (1) 

2 31
( ) 10

3
v h h h        

                                                     

 

 

 

         

 

 

 

 

 

ايرٟ  يكا٥ِ نُا في ايػهٌ المجاٚزا  اترصإ الاضطٛاْٞيمجٌ سذِ الما٤ في  ايرٟ ايتهاٌَانتب  (2) 

   h الما٤ ٚازتفاع  25mٚازتفاعٗا   10m اْؿف قطسٖ

 

 

 

 

 

2 22r Rx x  

 َٔ فٝجاغٛزع

   r   ٚxنجد ايعلاق١ بين

2 2

2 2

2 2

(10 ) 100

100 20 100

20

r x

r x x

r x x

  

   

 

 

 

 

 R ٖرٙ ايعلاق١ ؾشٝش١ في ايدا٥س٠ ايتي ْؿف قطسٖا

2 22r Rx x  

 يفضل حفظها

20 

25 

 

ا٤ في اٟ عُل الم

 xتذع٘ ٖٛ
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 (الحلقاتو قراص الأ )  الحجوم الدورانية 

 

 

 

 
 

 ملاحظات:

 

 طريقة إيجاد الحجم باستخدام الأقراص هي نفس طريقة إيجاد الحجم بطريقة الحلقات (1)

                                          Rنطقة المناتج عن دوران مساحة  حجم المجسم عندما يكون  (2)

                                                                                                    حد المحاور أصورة بدالة مع المح

                                                                                  ) لا يوجد فراغ بين المساحة ومحور الدوران ( 

                                                          قراصالأننا نستخدم إف

                                          Rنطقة المناتج عن دوران مساحة  حجم المجسم عندما يكون  (3)

                                                                          وليست مع محور الدوران  او دالتين  صورة بدالةالمح

                                                                                       يوجد فراغ بين المساحة ومحور الدوران(  )

                                                                 . الحلقاتننا نستخدم فإ

 ( dx)المكامل ن فإ او مستقيم يوازيه حول محور السيناتذا كان الدوران إ( 4)

dالمكامل )ن إف او مستقيم يوازيه الصاداتذا كان الدوران حول محور إ( 5) y ) 

ن الشريحة )الارتفاع(  اومحور الدوران محدد ف ) أقراص /حلقات(الطريقة محددة وهي  إذا كانت( 6)

 بحيث تعامد محور الدوران   ان يتم اختيارهأيجب 

 محور الدورانعلى  ةعمودي الشريحة

 
 
   الحلقاتو قراص :  الحجوم الدورانية : الأ ثانيا
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   (  x: الدوران حول محور السينات ) الحالة الأولى

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اتذًكات )المجطُات المجٛف١(اتذذِ بطسٜك١ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)  المحؿٛز٠ بالمٓشR٢ٓطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ ٕ سذِ المجإ   ) 0f x  ٚتسٛز ايطٝٓات

x,تكُين  ٚالمط a x b  سٍٛ تسٛز ايطٝٓات ( )x  ٌَٜعط٢ بايتها 

 

 

 

 

 

 

2( ( ))
b

a

v f x dx  

 

 

 

 

) المحؿٛز٠ بالمٓشٓٝين Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ٕ سذِ المجإ ), ( )f x g xحيث ( ) ( )f x g x 
x,   ٚالمطتكُين a x b     سٍٛ تسٛزx ٌَٜعط٢ بايتها 

   
2 2

( ( ) ( ) )
b

a

v f x g x dx  
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 نستخدم هذا القانون الحجم الدوراني بطريقة الأقراص والحلقات لايجاد 
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 سٝح 

    Or بعد ايداي١ اترازد١ٝ عٔ تسٛز ايدٚزإ ( س ايدٚزإ اترازدْٞؿف قط (  

ٚ        

    Ir ًٞبعد ايداي١ ايداخ١ًٝ عٔ تسٛز ايدٚزإ ( ْؿف قطس ايدٚزإ ايداخ ( 

 

 

إذا نإ تسٛز ايدٚزإ ٖٛ ْفط٘ تسٛز ايتُاثٌ يًػهٌ، فإْ٘ ٜهفٞ تدٜٚس ْؿف  :١َُٗ َلاسع١

 المٓش٢ٓ ٚيٝظ المٓش٢ٓ ناٌَ

 

 

 

( )f x 

( )g x 

( )g x 

( )f x 

 الافضل
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 dxسالات ْؿف ايكطس ايداخًٞ ٚاترازدٞ َع تساٚز ايدٚزإ ٚالمهاٌَ   
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y  المحؿٛز٠ بالمٓشR٢ٓطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددأ (1) x ِٝ0ٚالمطتكy   ع٢ً

  ايفتر٠ 0,4   سٍٛ تسٛزx   قساف الأبطسٜك١ 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

                                              المحؿٛز٠  Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددأ (2

)بايداي١  ) sinf x x     ِٝ0ٚالمطتكy                                                             

,0  ع٢ً ايفتر٠
2

 
 
 

 قساف الأبطسٜك١   xسٍٛ تسٛز  

 

  

 

 

 

 

ٛز ايدٚزإ تسدد ٚتس ،سًكاتاقساف /ٕ ايطسٜك١ تسدد٠ ٖٚٞ أقبٌ ايبدأ باتذٌ: لاسغ  …َلاسع١ ١َُٗ

(ٖٛٚx )   ٝف ٚزإ تسٛز ايد تعاَدٕ ٜتِ اختٝازٖا عٝح أايػسنذ١ ندب ٕ إف( ٕٛهdx ٖٛٚ ) ٌَالمها 
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 المحؿٛز٠  Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددأ  (1)

siny بايدايتين   x  ٚcosy x    ِٝ0ٚالمطتكx  

,0  ع٢ً ايفتر٠
4

 
 
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 xسٍٛ تسٛز  

 اتذًكاتبطسٜك١   

 

 

 

 

 

 

  Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددأ (2)

yبايدايتين  المحؿٛز٠  x  ِٝ2  ٚ ٚالمطتكy    

0x ٚالمطتكِٝ       

 اتذًكات بطسٜك١   x سٍٛ تسٛز  
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  Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددا (1)

cosyبايداي١   المحؿٛز٠  x    ِٝ1  ٚالمطتكy    

,  ع٢ً ايفتر٠
2 2

  
 
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 اتذًكات بطسٜك١  xسٍٛ تسٛز   

 

 

 

 

 

  Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددا (2)

بايداي١   المحؿٛز٠ 
2

1
y

x



y  ٚالمطتكِٝ     x   

0x  ٚالمطتكِٝ   سٍٛ تسٛزx  اتذًكاتبطسٜك١ 
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   (  y: الدوران حول محور الصادات ) الحالة الثانية

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)  المحؿٛز٠ بالمٓشR٢ٓطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ ٕ سذِ المجأ ) 0g y   ٚتسٛزy  ٚالمطتكُين

,y c y d    سٍٛ تسٛزy ٌَٜعط٢ بايتها 
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) ايدايتين  بمٓش٢ٓالمحؿٛز٠ Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ سذِ المج ّٕإ )g yٚ( )f y  سٝح
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 ايدا٥سٟ  َطاس١ ايكسف

 
22 2 ( )A r x g y      

d  سمو ايكسف ايدا٥سٟ  y 
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 dyَع تساٚز ايدٚزإ ٚالمهاٌَ سالات ْؿف ايكطس ايداخًٞ ٚاترازدٞ 
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                                                       بالمنحنى المحصورة Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدأ (1)

2
x

y
1yوالمستقيم   = 4yو المستقيم  =                                                                          yومحور   =

 قراصالأبطريقة  yحول محور 

 

 

 

 

                                                  بالمنحنىالمحصورة  Rعن دوران المنطقةسم الناتج المج حجم وجدأ (2)

21

4
y x=    1والمستقيمy 0xو المستقيم      = =                                                                                                              

 قراصالأبطريقة  yحول محور  

 

 

 

 

 

 المحصورة Rعن دوران المنطقة سم الناتج المج حجم وجدأ (3)

بالمنحنى 
24y x= 0x والمستقيم   − 1yو  والمستقيم  = =   

 قراص الأبطريقة   yحول محور  
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                                            المحؿٛز٠ Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١المج سذِ ٚددأ (1)

2yبالمطتكِٝ  x     ِٝٚالمطتكy x ٚ0y   ٍٛالمحٛزس y                                                         

      بطسٜك١ اتذًكات

 

 

 

 

 

 

 بالمٓش٢ٓ  المطاس١ المحؿٛز٠ ذا نإ غهٌ ايكب١ ٜتهٕٛ َٔ تدٜٚسإ (2)
22

90
45

y x                                

 قسافالأبطسٜك١  ٖرٙ ايكب١ سذِٚدد ، أyسٍٛ تسٛز ٚتسٛز ايطٝٓات 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

إذا نإ تسٛز ايدٚزإ ٖٛ ْفط٘ تسٛز ايتُاثٌ    :١َُٗ َلاسع١

 يًػهٌ فإْ٘ ٜهفٞ تدٜٚس ْؿف المٓش٢ٓ ٚيٝظ المٓش٢ٓ ناٌَ

 

 القبة

 

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.comاٚزام عٌُ // َاد٠ ايسٜاقٝات // ايؿف ايجاْٞ عػس َتكدّ// ايفؿٌ ايجايح  ///  إعداد تسُد عُس اترطٝب //   49 

 

ي أحول مستقيم الدوران  :ةثالحالة الثال
 سي أو ر أفقر

 بالمٓش٢ٓ المحؿٛز٠ Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددأ (1)

24y x    ٚتسٛزx   ِٝ3سٍٛ المطتكy    ٜاتذًكاتك١ بطس 

 

 

  

 

 

 

 

  المحؿٛز٠  Rالمٓطك١ طِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المج سذِ ٚددا (2)

   بالمٓش٢ٓ
21

4
y x   ِٝ1    ٚالمطتكy  تسٛز ٚ  y 

2y  سٍٛ المطتكِٝ      اتذًكاتبطسٜك١  
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                                                                Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ انتب ايتهاٌَ ايرٟ يمجٌ (1)

بالمٓش٢ٓ المحؿٛز٠
21

4
y x  ِٝ1ٚالمطتكy   ٚتسٛزy                                                                           

2xسٍٛ المطتكِٝ       اتذًكاتبطسٜك١ 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                         Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ انتب ايتهاٌَ ايرٟ يمجٌ (2)

بالمٓش٢ٓ المحؿٛز٠
2y x   ِٝ4 المطتكy                                                                                              

3xسٍٛ المطتكِٝ        اتذًكاتبطسٜك١ 
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 Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ايرٟ يمجٌ ايتهاٌَانتب 

4بالمطتكِٝ   المحؿٛز٠  2y x    ٜٔٚالمحٛز 

 xتسٛز سٍٛ ( 1)

 

 

 

 yتسٛز سٍٛ ( 2)

 

 

 

 

4y سٍٛ المطتكِٝ ( 3)     

 

 

 

2x سٍٛ لمطتكِٝ ( 4)      

 

 

 

 

 

 

 

 تمارين متنوعة
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 Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ايرٟ يمجٌ ايتهاٌَانتب 

بايداي١    المحؿٛز٠
2y x    ِٝ4ٚالمطتكy  

 xتسٛز سٍٛ ( 1)

 

 

4y   تسٛزسٍٛ ( 2)  

 

 

2y تسٛز سٍٛ ( 3)   

 

 

 

 y تسٛز سٍٛ ( 4)

 

 

 

4x تسٛز سٍٛ ( 5)   
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 Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ايرٟ يمجٌ ايتهاٌَانتب 

2yبالمطتكِٝ  المحؿٛز٠ ( 1) x     ِٝٚالمطتكy x ٚ0y   ٍٛالمحٛزس y        

 

 

 

 

 

2yبالمطتكِٝ  المحؿٛز٠ ( 2)  x     ِٝٚالمطتكy x ٚ0y   ٍٛ3  المحٛزسx         

 

 

 

 

 

2yِٝ بالمطتك المحؿٛز٠ ( 3) x     ِٝٚالمطتكy x  ٚ0y    ٍٛالمحٛز س x        
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  R المع١ًًطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ايرٟ يمجٌ ايتهاٌَانتب   ( 1)

y  (0xسٍٛ تسٛز    ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بالمٓش٢ٓ المحؿٛز٠ Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ انتب ايتهاٌَ ايرٟ يمجٌ (2)

24y x    ٚتسٛزx  ٍٛ3المطتكِٝ  سx    اتذًكاتبطسٜك١ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4x y  

4x y   
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  بالمٓش٢ٓ المحدٚد٠ طِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ايرٟ يمجٌ ايتهاٌَانتب  (1)
2 2 1x y  

               y  المطتكِٝ  سٍٛ

 

 

 

 

 

 

 

 

  بالمٓش٢ٓ المحدٚد٠ طِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ايرٟ يمجٌ هاٌَايتانتب  (2)
2 2 1x y  

2y المطتكِٝ  سٍٛ                
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2y  بالمطتكِٝطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المحؿٛز٠ المج سذِ اٚدد  x   ٚ0y   ٚ0x               

   x  سٍٛ تسٛز (1)

 

 

 

 y  سٍٛ تسٛز (2)

   

 

 

 

3y  المطتكِٝسٍٛ  (3)  

   

 

 

 

3x  المطتكِٝسٍٛ  (4)  
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بالمٓش٢ٓ المحؿٛز٠  Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددأ 
2y x   ِٝ0ٚالمطتكy  ٚ2x   

 x  تسٛزسٍٛ  (1) 

 

 

 

 

 

 y  تسٛزسٍٛ  (2)

 

 

 

 

 

 

4y  المطتكِٝسٍٛ  (3)  

 

 

 

 

 

 

2x  المطتكِٝسٍٛ  (4)  
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y  طِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المحؿٛز٠ بالمٓش٢ٓالمج سذِ اٚدد  x  ٚ2y   ٚ0x                     

   xسٍٛ تسٛز  (1)

 

 

 

 

 yسٍٛ تسٛز  (2)

 

 

 

 

2y المطتكِٝ سٍٛ  (3)     

 

 

 

 

4x المطتكِٝ سٍٛ  (4)  
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4yالمطتكِٝ  ب المحؿٛز٠  Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددأ   ِٝ0ٚالمطتك, 0x x               

    المٓش٢ٓ ٚ
21

4
y x  

      x  تسٛزسٍٛ  (1) 

 

 

 

 

 

 

5y  المطتكِٝ سٍٛ  (2)       

 

 

 

 

 

 

 

 

      y  تسٛزسٍٛ  (3)
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بالمٓش٢ٓ  المحؿٛز٠  R طِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١المج سذِ ٚددأ 
24y x     ٚتسٛزx                                               

 y   سٍٛ تسٛز (1)

 

 

 

 

3yالمطتكِٝ   سٍٛ  (2)   

 

 

 

5yالمطتكِٝ   سٍٛ  (3)  

 

 

 

3xالمطتكِٝ   سٍٛ  (4)  
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بالمٓش٢ٓ  المحؿٛز٠  R طِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١المج سذِ ٚددأ 
24y x        ِٝ1ٚالمطتكy                                           

 x   سٍٛ تسٛز (1)
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y  بالمٓش٢ٓ المحدٚد٠  Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١المج سذِ ٚددأ x  ٚy x   ٚ1x          

   xسٍٛ تسٛز  (1)

 

 

 

1y سٍٛ تسٛز  (2)   

 

 

 

 

1y سٍٛ تسٛز  (3)   

 

 

 

 

 

   yسٍٛ تسٛز  (4)
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  لمٓش٢ٓطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المحؿٛز٠ باالمج سذِ ٚددأ (1)
24y x   ٚ

2y x                 

   xسٍٛ تسٛز 

 

 

 

 

2yالمطتكِٝ    المحؿٛز٠  Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددأ (2) x                                    

2yٚالمطتكِٝ  x     ٚ0x    ِٝ2  سٍٛ المطتكy          

 

 

 

 

 

 

2yالمطتكِٝ  المحؿٛز٠  Rطِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المج سذِ ٚددأ (3) x     ِٝٚالمطتك

2y x   ٚ0x    ِٝ2  سٍٛ المطتكx          
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 طِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المحؿٛز٠ بالمٓش٢ٓالمج سذِ ٚددأ (1)
xy e  ٚ0y ،0x   ،2x           

2yسٍٛ تسٛز      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

secy طِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المحؿٛز٠ بالمٓش٢ٓالمج سذِ ٚددأ (2) x  ٚ0y ،                       

4
x


  ،

4
x


      سٍٛ تسٛزx   
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2 طِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١ المحؿٛز٠ بالمٓش٢ٓالمج سذِ ٚددا (1) 2

x
y

x



  ٚ0y ،1x                     

   xسٍٛ تسٛز 

 

 

 

 

 

 

 

 

 R المحؿٛز٠  طِ ايٓاتر عٔ دٚزإ المٓطك١المج سذِ ٚددا (2)

lnyبالمٓش٢ٓ   x    ِٝ0ٚالمطتكy    تر٠ ع٢ً ايف 1,e    

 yسٍٛ 
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وحدد محور  R،ارسم المنطقة والحلقات يمثل كل من التكاملات التالية حجم مجسم  بطريقة الاقراص

  المجسم  ماينتج عنه نذيلالدوران ال

 

1 2 2 2

0
(1) ( ) ( )x x dx  −

  

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2 2

0
(2) (4 )y dy − 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

1

x

y

 

 

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.comاٚزام عٌُ // َاد٠ ايسٜاقٝات // ايؿف ايجاْٞ عػس َتكدّ// ايفؿٌ ايجايح  ///  إعداد تسُد عُس اترطٝب //   67 

 

ٖٛ  hٚازتفاعٗا   r الاضطٛا١ْ ايتي ْؿف قطس قاعدتٗا  سذِثبت إٔ ا (1)
2v r h      

 

 

 

 

   rايرٟ ْؿف قطس قاعد٠   سٚط ايكا٥ِ المختػهٌ ٜ (2) 

المطتكِٝ ايرٟ َعاديت٘  َٔ تدٜٚس  hٚازتفاع٘ 
r

y x
h

  

   ٖٛأثبت إٔ سذِ المخسٚط   xسٍٛ المحٛز 
21

3
v r h 

  

            

  

  

 

 َعادي١ ايدا٥س٠اتدص٤ ايعًٟٛ َٔ  َٔ تدٜٚس  rايتي ْؿف قطسٖاتتػهٌ ايهس٠  (3)
2 2 2x y r                    

34ايهس٠ ٖٛ  سذِ أثبت إٔ ، x سٍٛ المحٛز

3
v r      
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y طٍٛ َٓش٢ٓ ايداي١ ايرٟ يمجٌ  ايتهاٌَانتب   المعط٢  )بدٕٚ إدسا٤ ع١ًُٝ ايتهاٌَ( ع٢ً ايفتر٠  

3(1) , 1 1y x x    

 

 (2) , 0,1xy e 

 

 (3) , 1,3y lnx 

 

(4) tan , 0 / 4y x x    

 

 
0

(5) , 0,
x

y u sinu du   
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  ينٝالمطاس١ بين َٓشٓ :أٍٚ
)إذا ناْت  )y f x داي١ قاب١ً يلإغتكام، َٚػتكتٗا َتؿ١ً ع٢ً ايفتر٠ ,a b  فإٕ طٍٛ َٓش٢ٓ

 ايداي١ ٜعط٢ بايتهاٌَ 

               
2 2

1 ( ) 1 )
b b

a a
s f x dx y dx      

 

(  طول القوس  )المنحنن
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3   ٚدد طٍٛ َٓش٢ٓ ايداي١أ( 1)  1y x    ع٢ً ايفتر٠ 0,5  

 

 

 

 

  ٚدد طٍٛ َٓش٢ٓ ايداي١ أ( 2)

3

2
2

( 1)
3

y x      1 سٝح 4x   

 

 

 

 

 

  ١ ٚدد طٍٛ َٓش٢ٓ ايدايأ( 3)
21y x      سٝح

1 1

2 2
x   
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ln  ٚدد طٍٛ َٓش٢ٓ ايداي١ أ( 1) cosy x  0ع٢ً ايفتر٠,
4

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

)ٚدد طٍٛ َٓش٢ٓ ايداي١ أ( 2) )f x      سٝح
2( ) 2f x x x      ع٢ً ايفتر٠ 2,3 

 

 

 

 

 

)ٚدد طٍٛ َٓش٢ٓ ايداي١ أ( 3) )f x     سٝح
2

2

( ) 4 1
x

f x t dt


    ع٢ً ايفتر٠ 2,0  
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  ٚدد طٍٛ َٓش٢ٓ ايداي١ أ (1) 
1

( ) ( )
2

x xf x e e      0سٝح 1x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   ٚدد طٍٛ َٓش٢ٓ ايداي١ أ( 2)
31 1

( )
6 2

f x x
x

     ع٢ً ايفتر٠ 1,3  
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  تمجٌ ايعلاق١   
2/3 2/3 1x y   

 َٓش٢ ايػهٌ ٚدد طٍٛأايٓذُٞ المجاٚز  ػهٌاي

                

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المٓش٢ٓ ايٓذُٞ ايرٟ َعاديت١   طٍٛ  َلاسع١:
2/3 2/3 2/3x y a     ٖٛ   6s a 
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20يًهٗسبا٤ ٚالمطاف١ بِٝٓٗ   ينعُٛدٜالمجاٚز نابٌ نٗسبا٥ٞ يمتد بين   يمجٌ ايػهٌ m    

 سٝح تمجٌ المعادي١ 

                 
/10 /105 ( )x xy e e  

10 سٝح   x  ٟ َطاف١أهابٌ عٓد اي ازتفاع 10x   

 ٚدد طٍٛ ايهابٌ ايهٗسبا٥ٞ بين ايعُٛدٜٔأ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2L عٓد تعًٝل سبٌ بين عُٛدٜٔ ايبعد بُٝٓٗا   َلاسع١: ft   َ٘عاديت ٚ،
/ /2

( )
4

x L x LL
y e e   

L سٝح  x L    اٌَ ايرٟ يمجٌ طٍٛ اتذبٌ ٖٛ فإ ايته 

/ / / /1
2

0

1( ) ( ) ( )
L L

x L x L x L x L

L

s e e dx e e dx L e e 



       
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)إذا ناْت  )y f xغتكام ،َٚػتكتٗا َتؿ١ً ع٢ً ايفتر٠ داي١ قاب١ً يلا ,a b  ططح ايفإٕ َطاس١

 ٜعط٢ بايتهاٌَ xايٓاتر عٔ دٚزإ ايداي١ سٍٛ تسٛز 

   
2 2

2 ( ) 1 ( ) 2 1
b b

a a
S f x f x dx y y dx       

 

)إذا ناْت  )x g y داي١ قاب١ً يلإغتكام ،َٚػتكتٗا َتؿ١ً ع٢ً ايفتر٠ ,c d  ططح ايفإٕ َطاس١

 ٜعط٢ بايتهاٌَ yايٓاتر عٔ دٚزإ ايداي١ سٍٛ تسٛز 

 
2

2 ( ) 1 ( )
d

c
S g y g y dy   

 

 

( )f x 

 َلاسعات : 

) المٓش٢ٓاذا تم تدٜٚس  (1) )y f x   سٍٛ تسٛز  ع٢ًx                                                           

ع٢ً ايفتر٠  ,a b                                                                                      ٖٞ ٕٛفإ َطاس١ ايططح ته

 المطاس١ اتداْب١ٝ ٚيٝطت ايه١ًٝ  ) بدٕٚ ايكاعدتين( 

)المحؿٛز٠ بايداي١   المطاس١اذا تم تدٜٚس  (2) )y f x                                                                                     

ع٢ً ايفتر٠  xسٍٛ تسٛز   xٚتسٛز  ,a b                                                                              ٕفا

ح تهٕٛ ٖٞ المطاس١ ايه١ًٝ  ٚيٝطت اتداْب١ٝ                                                                        َطاس١ ايطط

 ) ندب اقاف١ ايكاعدتين(
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y ططح المتٛيد عٔ دٚزإ ايداي١ايَطاس١  ايرٟ يمجٌ  ايتهاٌَانتب  (1)                              xسٍٛ تسٛز  

 المعط٢  )بدٕٚ إدسا٤ ع١ًُٝ ايتهاٌَ( ايفتر٠  ع٢ً

 ( ) sin , 0,a y x  

 

 

 ( ) , 0,1xb y e 

 

 

 

 ( ) , 1,2c y lnx 

 

 

 

( ) tan , 0,
4

d y x
 

  
 

 

 

 

َطاس١ ايططح المتٛيد عٔ دٚزإ المعادي١  ايرٟ يمجٌ  ايتهاٌَانتب   (2) 
2( ) 1g y y                       

0سٝح        1y  سٍٛ تسٛزy                                             )ٌَبدٕٚ إدسا٤ ع١ًُٝ ايتها(  
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2y  ططح المتٛيد عٔ دٚزإ ايداي١ايَطاس١ ٚدد ا (1)   ٛتسٛزس ٍ x 0  سٝح 5x   

 

 

 

 

 

)  دٚزإ ايداي١ َٔططح المتٛيد ايَطاس١ ٚدد ا( 2) ) 3f x x  سٍٛ تسٛزx 1  سٝح 7x   

 

 

 

 

 

 

 

)   د عٔ دٚزإ ايداي١ططح المتٛيايَطاس١ ٚدد ا( 3) )f x x                                                               

ع٢ً ايفتر٠  xسٍٛ تسٛز  0, 4  
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   ططح المتٛيد عٔ دٚزإ ايداي١ايَطاس١ ٚدد ا( 1)
31

( )
9

f x x                                                              

ع٢ً ايفتر٠  xسٍٛ تسٛز   0, 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ايداي١طِ المتٛيد عٔ دٚزإ َطاس١ ضطح المج ٚددا( 2)
2( ) 1f x x    سٍٛ تسٛزx ع٢ً ايفتر٠   

 1,1 ٟٚتطا 
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2yالمحصورة بالدالة   المساحةمساحة السطح المتولد عن دوران وجد ا (1)  حيث xحول محور    =

0 5x   

 

 

 

 

 

 

 

)المربع المكون من جميع  قيم  طح المتولد من دوران لسا مساحةوجد ا( 2) , )x y ث                       يح

1 1x−    1و 1y−   حول المحورy                                                                          لاحظ (

     يعني المساحة( تم تدوير المنطقة المحصورة بالمربع .... )بما انه

 

 

 

 

 

 

 الشكل الناتج

 رأسية  اسطوانة
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 حركة المقذوفات  :  الخامس///   الدرس    تطبيقات التكامل:  السادسةالوحدة 

 

 

 التفاضلية  في المعادلة t ي زمنأعند  أو للأسفل  للأعلىسيا ًَأتعطى معادلة حركة مقذوف يتحرك ر (1)  ينيالمساحة بين منحن : أول

2
0 0( ) ( ) 32 / , (0) , (0)h t y t g ft s y v y y  = = − = − = =         

2
0 0( ) ( ) 9.8 / , (0) , (0)h t y t g m s y v y y  = = − = − = =      

 

 

 

 التفاضلية  في المعادلة  tي زمنأعند لليمين أو لليسار   أفقيا تعطى معادلة حركة مقذوف يتحرك  (2) 

0 0( ) 0 , (0) , (0)x t x v x x = = = 

 

 

 ملاحظات مهمة:

تكون السرعة المتجهه موجبة إذا كانت الحركة للأعلى) لليمين ( وسالبة إذا كانت الحركة  (1)

 للأسفل )لليسار(

 زمن التحليق أو زمن الرحلة يحدث عندما يكون الارتفاع يساوي صفر                                                 (2)

(( ) ( ) 0h t y t= = ) 

))   قصى ارتفاع عندما تنعدم السرعةأيصل الجسم  (3) ) ( ) 0h t y t = = )                                          

) )أ( نضع ) 0v t )ونجد الزمن   )ب( نعوض الزمن في المعادلة = )y t 

) )أ( نضعسرعة اصطدام الجسم بالأرض  (4) ) 0y t )ونجد الزمن   )ب( نعوض الزمن في المعادلة = )v t 

 

 
ا
ي بعد واحد  اول

 
 : حركة المقذوف ف

0

2
0 0

( ) ( )

1
( ) ( )

2

v t y t g t v

h t y t g t v t y

= = − +

= = − + + 

0

0 0

( )

( )

x t v

x t v t x

 =

= + 

 و أ

2 29.8 / 32 /g m s or g ft s= = 

 الرأسية المتجهة معادلة السرعة

 الارتفاعمعادلة 

 الافقية المتجهة معادلة السرعة

 الافقي الموقعمعادلة 

 ftبالقدم 

 mبالمتر 

 والحل يكون

 والحل يكون

2
0

2

v
H

g
= 

02v
T

g
= 
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  مما ًٜٞ: ٌانتب المعادي١ ايتفاق١ًٝ َع ايػسٚط الابتدا١ٝ٥ يه

48بطسع١ َتذ١ٗ قدزٖا زض َٔ الأع٢ً يلأ قرفت نس٠ (1) /ft s 

  

 

7بطسع١ َتذ١ٗ قدزٖا ٚ  1mٜد غخـ تستفع عٔ الازضَٔ ع٢ً يلأ قرفت نس٠  (2) /m s 

 

 

100  ٘بسز ازتفاعنس٠ َٔ  ضكطت  (3) ft  

 

 

75  ٘بسز ازتفاعَٔ  50gm ٚشْٗا نس٠ قرفت  (4) ft ٚ18قدزٖا   ٌضفبطسع١ َتذ١ٗ يلأ /ft s 

 

 

 :المتذ١ٗ ٚالازتفاع تذٌ المعادي١ ايتفاق١ًٝ بايػسٚط الابتدا١ٝ٥ ايتاي١ٝ انتب َعادي١ ايطسع١ (5)

2( ) ( ) 16 / , (0) 10 , (0) 120h t y t m s y y       
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19.6بطسع١ َتذ١ٗ ابتدا١ٝ٥  ٚع٢ً بػهٌ َطتكِٝ يلأ ضٝاًأزَٔ الازض قرفت نس٠  /m s، ٌٖبتذا 

 الهٛا٤ َكا١َٚ

   tٟ شَٔ  أعٓد  َع ايػسٚط  َعادي١ الازتفاع ُرز انتب المعادي١ ايتفاق١ًٝ ايتي تٓ( 1)

 

   tٟ شَٔ  أٚدد َعادي١ الازتفاع عٓد أ( 2)

 

 

 

 

 

 ثٛاْٞ  3 ٚدد ازتفاع ايهس٠ بعد أ( 3)

 

 

 يٝ٘ ايهس٠    إقؿ٢ ازتفاع تؿٌ أٚدد أ( 4)

 

 

 

 بالهٛا٤(    كداز ايصَٔ ايتي تبك٢ فٝ٘ ايهس٠ ٚدد شَٔ ايتشًٝل يًهس٠ ) َأ( 5)
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1000تطكط قطسات المطس َٔ غ١ُٝ ع٢ً ازتفاع  ( 1) m ٚدد ايطسع١ المتذ١ٗ يكطس٠ أ  عٔ ضطح الازض

 زض  )تجاٌٖ َكا١َٚ الهٛا٤(طداَٗا بالأالما٤ عٓد اؾ

 

 

 

 

160َٔ ازتفاع  ضفٌ لأي قرف دطِ ( 2) ft 48 بطسع١ َتذ١ٗ ٚ زضعٔ ضطح الأ /ft s ٚدد ايطسع١ أ

 زض  )تجاٌٖ َكا١َٚ الهٛا٤(بالأ داَ٘عٓد اؾط يًذطِالمتذ١ٗ 

 

 

 

 

 

80 ضٝا  َٔ ازتفاع أضكطت نس٠ ز( 3) ft  ع٢ً أضٝا َٔ الأزض يلأس٠ زٚفي ْفظ ايٛقت تم قرف ن

40 ٚبطسع١  / sftتجاٌٖ َكا١َٚ الهٛا٤(  ،سدد الازتفاع ايرٟ تًتكٞ عٓدٙ ايهستين( 

 

 

 

 

 

 

 ي جسمأمثل  ، مثل الغطاس، قطرة الماء مثل الكرة 
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1.35 ٖٞيتطدٜد ايهس٠ لاعب نس٠ ض١ً قدَٞ  ٘يٝإؿٌ ت  قؿ٢ ازتفاعأذا نإ إ( 1) m  ٚدد ايطسع١ أ

 )تجاٌٖ َكا١َٚ الهٛا٤( لى ٖرا الازتفاع إيٝؿٌ  بٗا ايلاعب قفصيتي المتذ١ٗ الابتدا١ٝ٥ ا

 

 

 

 

 

 

 

 

Hٜطكط دطِ َٔ ازتفاع  ( 2) ft  َٔ ضطح الازض  

زض بعد ايصَٔ إٔ اتدطِ ٜؿٌ إلى الأبين )أ( 
1

4
T H s  )تجاٌٖ َكا١َٚ الهٛا٤( 

 

 

 

 

8زض  ٖٞاؾطداَ٘  بالأ ١ يًذطِ  عٓدلمتذٗايطسع١ إ أبين  )ب(  /V H ft s  )تجاٌٖ الهٛا٤(                                 
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 فقيةالحركة الرأسية والأ لى معادلاتإنحتاج في حركة المقذوف في بعدين 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 التفاضلية  ي زمن في المعادلةأعند  للمقذوف الرأسيةمعادلة الحركة ( 1)

2 2
0 0( ) 9.8 / 32 / , (0) sin , (0)y t m s or ft s y v y y = − − = =                          

 زاوية ميل المقذوف عن المستوى الأفقي حيث 

 

 

 

 

                                                التفاضلية  زمن في المعادلة عند يأعند   الافقيةالحركة معادلة ( 2)

                    .0 0( ) 0 , (0) cos , (0)x t x v x x = = =  

 

  

 

 

 
 
ي بعدين  ثانيا

 
 : حركة المقذوف ف

0

2
0 0

( ) sin

1
( ) sin

2

y t g t v

y t g t v t y





 = − +

= − + + 

0

0 0

( ) cos

( ) cos

x t v

x t v t x





 =

= +
 

2 29.8 / 32 /g m s or g ft s= = 

فقية دائما السرعة الأ

 ثابتة طول فترة الرحلة

 الراسية المتجهة معادلة السرعة

 معادلة الارتفاع

الافقية المتجهة  معادلة السرعة

  الاالافقس==الا

 الافقيةالاالافقس

 الافقي الموقعمعادلة 

                                                                       يحدث عندما يكون الارتفاع يساوي صفر ( زمن التحليق للمقذوف 1)

)   اوجد قيمة  الزمن الذي يجعل ) 0y t = 

                                                                     عندما تنعدم السرعةالجسم اليه  يصل ( اقصى ارتفاع 2)

(( ) 0y t =                                                                                                                             )       

) )أ( نضع ) 0v t )ونجد الزمن   )ب( نعوض الزمن في المعادلة = )y t 

                                                                                                                                 ( المدى الافقي 3)

) )أ( نضع ) 0y t )ونجد الزمن   )ب( نعوض الزمن في المعادلة = )x t 

 

تستخدم  ملاحظات )من الفيزياء(

هذه القوانين للتاكد من الاجابات 

 لمسائل اختيار من متعدد

 
02 sinv

T
g


=  

 

 2 2
0 sin

2

v
H

g


=  

 

 2
0 sin 2v

R
g


=  
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98قدزٖا ا١ٝ٥ َتذ١ٗ بطسع١ ابتدَٔ الأزض  تطًل قرٜف١  /m s  ،                                                     

بصا١ٜٚ ٌَٝ قدزٖا  
3


  

 )َعادي١ الازتفاع(  tٟ شَٔ أٚدد َعادي١ اتذسن١ ايسأض١ٝ  في  أ( 1)

 

 

 

 

   tاتذسن١ الافك١ٝ  في  أٟ شَٔ  أٚدد َعادي١( 2)

 

 

 

 ٚدد شَٔ ايتشًٝل يًكرٜف١ أ( 3)

 

 

 

 

 (    أقؿ٢ بعد تؿٌ إيٝ٘ ايكرٜف١) المد٣ الأفكٞ ٚددأ( 4) 
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6 ازتفاع ٜتِ اطلام دطِ َٔ  (1) ft 48بتدا١ٝ٥ بطسع١ ا ٚ  20بصا١ٜٚ /ft s                                                        

  اٚدد شَٔ ايتشًٝل  ٚالمد٣ الأفكٞ تدطِ 

 

 

 

 

 

 

6   نس٠ بٝطبٍٛ َٔ ازتفاع ،لاعبٜطًل  (2) ft 130قدزٖا  ابتدا١ٝ٥  فك١ٝأ ٚبطسع١ /ft s   

60  المٓؿ١ ) ع٢ً بعد لى إٚدد ازتفاع ايهس٠ عٓدَا تؿٌ أ( أ) ft  ) 

 

 

  

 

 

 

  x   ٚyانتب المعادي١ ايتي تسبط ( ب)

 

 

 

0ا١ٜٚ ايص  

 ايطسع١ الأفك١ٝ ثابت١
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256 تريد طائرة على ارتفاع  (1) ft  ، اسقاط إمدادات إلى موقع معين على الأرض، إذا كان للطائرة

100سرعة أفقية  /ft s فما المسافة التي ينبغي أن تبعدها الطائرة عن الهدف عند إطلاق الإمدادات من،

 )اوجد المدى الافقي للمقذوف( أجل أن تسقط في الموقع المستهدف.

  

 

 

 

 

 

 

 

 

6 ارتفاع من  كرة قدم يتم اطلاق  (2) ft  80بسرعة ابتدائية  و /f s  في نهايةيقف شخص   8بزاويةو 

                                               ام لا.في اتجاه الرمي ،هل سيلتقط هذا الشخص الكرة   40ydالملعب ويبعد  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظة

1 3yd ft=
 

 

256 

ft 
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10ازتفاع  َٔ ٜطًل لاعب، نس٠ تٓظ  ft  

176 ابتدا١ٝ٥بطسع١ ٚ  /ft s 

  7فكٞ  قٝاضٗا أضفٌ اترط  الأٚبصا١ٜٚ ٌَٝ    

 نُا ٖٛ َٛقح بايػهٌ 

   tٟ شَٔ أفي  ٚدد َعادي١ اتذسن١ ايسأض١ٝ  أ( 1) 

 

 

   tشَٔ ٟ أفك١ٝ  في  أٚدد َعادي١ اتذسن١ الأ( 2)

 

 لى ايػبه١    إٚدد شَٔ ٚؾٍٛ ايهس٠ أ( 3)

 

 

 فٛم ايػبه١ ؟ ايهس٠ٌٖ ضتُس   ،أٚدد ازتفاع ايهس٠ عٔ الأزض عٓد ٚؾٍٛ ايهس٠ إلى ايػبه١( 4)

 

 د شَٔ ايتشًٝل يًهس٠ ٚدأ( 5)

 

 فكٞ  يًهس٠   أٚدد المد٣ الأ( 6)

  

60)ع٢ً بعد   ّ خازز اتذدأداخٌ ٌٖ ضتهٕٛ ايهس٠ ( 7) ft    )ايلاعب َٔ 
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 معادلة المسار للمقذوف 

 

 

 

 

10ارتفاع  من يطلق لاعب، كرة تنس   ft  

176و بسرعة ابتدائية  /ft s 

 6وبزاوية ميل أسفل الخط  الأفقي  قياسها 

 كما هو موضح بالشكل 

 المدى الافقي للكرة هو فان

 

 

 

 

 

(a) 55.31 ft   (b) 81.42 ft   

(c) 43.14 ft   (d) 70.47 ft   

 

 

 

x,عية التي تربط بين المتغيرين ييمكن استخدام معادلة المسار الترب yوهي في هذا النوع من المسائل 

 
0 2

0

2tan
2 cos

g
y y x

v
x


= + −

 

0 0

2
2

32 , 176 , 10 , 6

32
10 tan( 6 )

2 176cos( 6 )

g v y

y x x

= = = = −

= + − −
 − 

 

l 

في معادلة  xعوض الخيارت مكان 

0yالمسار حتى تحصل على  = 

0y حل المعادلةاو   x  لتجد قيمة=

 من خارج الكتاب
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2wٚايتي تدٚز بمعدٍ ًر ؾ 0.01ايتي تصٕ يهس٠ ايبٝطبٍٛاتداْب١ٝ  ٚدد َعادي١ اتذسن١ أ   ٕزادٜا

                  ٚايطسع١ الابتدا١ٝ٥ ؾفس.  سٝح تس٢َ ايهس٠  َٔ المٛقع ؾفس ٚايصا١ٜٚ الابتدا١ٝ٥ ؾفس بايجا١ْٝ

 ْؿف ثا١ْٝبعد اتداْب١ٝ ٚدد َٛقع ايهس٠ أثِ  
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x t t x x


       

( ) 10sin(8 ) , (0) 0 , (0) 0x t t x x     

 

 

 

 

 

 

 عُد الله ايطادض١ْتٗت ايٛسد٠ ا

 زادٜإ في ايجا١ْٝ بالمعادي١ ايتفاق١ًٝ  w يهس٠ تتشسى ٚتدٚز بمعدٍاتداْب١ٝ   تعط٢ المطاف١ 

0

0.1
( ) sin(4 ) , (0) 0 , (0) 0x t wt x x

m



     

 زَٞ ايهس٠ ايصا١ٜٚ الابتدا١ٝ٥ عٓد 0سٝح 

ٚm ب ؾًر  نت١ً ايهس٠ ٚx ّبايكد 

 
 
ي : حركة المقذثالثا

ن
 (معادلة الحركة لقذيفة جنونيةثلاث أبعاد )وف ف
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